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PREFAZIONE 


Lo scopo principale dell’ Algebra è la risoluzione dell’ equazioni. 
Questo problema fu risoluto da Lagrange con un metodo applicabile 
solo adequazioni dei quattro primi gradi, non per difetto di generalità, 
ma sibbene per l’impossibilità di risolvere l’equazioni di un grado mag- 
giore del quarto. 

Abel prendendo le mosse da questa impossibilità, da lui la prima 
volta dimostrata, cercò le condizioni a cui deve soddisfare un equazione 
per essere risolubile mediante radicali, e pervenne al teorema: che un 
equazione è risolubile per radicali quando una delle sue radici è fun- 
zione di un altra. 

Era naturale che il genio di Galois che segui immediatamente Abel 
avesse generalizzate le sue ricerche ; ed infatti, poggiandosi sul prin- 
cipio che ogni equazione ammette un gruppo di sostituzioni fatte sulle 
radici nel quale si riflettono tutte le sue proprietà , stabilì una teoria 
completa diretta a fissare i caratteri dell’equazioni risolubili per mezzo 
di altre di gradi inferiori. 

Volendomi mettere in possesso di questa teoria la quale forma la 
parte più interessante dell’Algebra moderna ho preso a studiare il pre- 
gevolissimo trattato delle sostituzioni di Jordan il quale coordina sa- 
pientemente al commento dei risultati di Galois le sue particolari ri- 
cerche e tutti i lavori fatti sulle sostituzioni dagl’ insigni geometri La- 
grange — Canchy — Betti — Brioschi — Mathieu — Hermite — Serret — 
Kronecher. 
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Questo lavoro consistente in una redazione dei due primi libri dell’o- 
pera di Jordan è lo scarso frutto dei mici primi studi su questo soggetto. 
Esso è diviso in tre parti : nella prima si tratta delle sostituzioni e dei 
gruppi in generale: nella seconda si espongono le nozioni sulle con- 
gruenze che hanno più attinenza colle sostituzioni lineari: nella terza 
si parla delle sostituzioni esprimibili analiticamente, ed in particolar 
modo delle lineari. 

Il lettore sia cortese di usarmi il suo compatimento, trattandosi di 
teoriche che presentano un immensa difficoltà. 
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PARTE PRIMA 

DELLE S0ST1TU2I0NI IN GENERALE. 

CAPO i.° 

.lozioni preliminari. 


1. Dicesi sostituzione l’operaziono con cui da una permutazione di più lettere 
si passa ad un" altra pennutazioue delle medesime lettere. Cosi, per passare dalla 
permutazione abed delle quattro lettere a, b, c, d all'altra nctlb, bisogna scambiare 
6 con c, c con il, e d con b ; quindi questi scambii costituiscono una sostituzione 
clic si rappresenta col simbolo 


acdb\ 

jtbcd/ 


2. Se sulla permutazione abed si opera la sostituzione 
. /acdb\ 

~ \abcd)’ 

si avrà l'altra aedb, su cui operando la sostituzione 
. \nbcd/' 

si avrà la permutazione bcad la quale si ottiene altresì dalla proposta, operandovi 
la sostituzione „ / bcad\ 

C ~ \abed)‘ 


Quest' ultima sostituzione, che produce lo stesso effetto che si ottiene operando 
prima la sostituzione A c poi la B, si chiama prodotto dcll'altre due, e si scrive 

AB = C. 

In generale s'intende per prodotto di più sostituzioni A, B, C ctc. la sostituzione 
clic, operata sopra una data permutazione, dà lo stesso risultato che si ottiene, se 
sulla medesima permutazione prima si opera la sostituzione A, poi la B, indi la 
C c cosi di seguito. Di qui risulta il significato che debba annettersi ad una po- 
tenza di una data sostituzione. Infine indicheremo con A -1 la sostituzione inversa 
di A; per modo che operando su di una data permutazione prima A e poi A"', o 
viceversa, la permutazione non si altera; ossia che il prodotto di A per A -1 è la 
sostituzione identica che ad una lettera sostituisce la medesima lettera; quindi, 
indicando con 1 questa sostituzione, si ha AA -, = 1. 

3. Due sostituzioni si dicono tra loro mutabili, se operando sopra una per- 
mutazione una qualunque di esse c poi l’altra, si ha sempre lo stesso risultato ; 
per modo che indicando con A e B queste sostituzioni, sarà 

AB = BA. 

1 
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È evidente clic due sostituzioni che spostano lettere diverse siano trn loro imita- 
bili Cosi saranno mutabili le sostituzioni 

( abdc\ / bacd\ 

Vaici!/ ’ \abcd)' 


4. Una sostituzione clic in una data permutazione sostituisce a ciascuna let- 
tera la seguente, ed all" ultima la prima chiamasi circolare: cosi sarebbe circolare 
la sostituzione 


, fbcdca\ 

A,_ \swi ;/• 


Si è dato rpicsto nome ad una tale sostituzione, perche dividendo una circonferenza, 
nel caso particolare di A, in cinque parti uguali, indi scrivendo in un punto di 
divisione la lettera a e negli altri successivi ordinatamente b, e, il, e. se si fa gi- 
rare la circonferenza di un angolo uguale a ■=- , i posti occupali primitivamente da 

i) 

a, b, e, il, e saranno occupati rispettivamente da b, e, d, e, a. 

La suddetta sostituzione A, si rappresenta anche con uno qualunque dei simboli 


( abede ), ( bedea ), ledeab), ( deabe ), (cubai) , 

che si ottengono ponendo in 1° lungo una per volta le cinque lettere, in 2* luogo 
quella clic deve rimpiazzare la 1", in 3” Kiogo quella che deve rimpiazzare la 2* ; 
e cosi di seguito. 

5. Una sostituitone elle non è circolare equivale ut prodotto di pia sostitu- 
zioni circolari. 

Infatti questa sostituzione scambierà una lettera a con un altra b, poi la b 
con un altra e, e cosi seguitando s'incontrerà necessariamente una lettera i, clic sarà 
scambiata con a; quindi la sostituzione proposta opererà sulle lettere a, b, e, ... I 
la sostituzione circolare (a, b, C...I). Similmente un altra lettera li, non contenuta 
nelle precedenti, darà luogo ad un altra sostituzione circolare, e cosi di seguito. 
Per esempio la sostituzione 

/bed/he\ 

\abcdef ) 


equivale al prodotto delle due sostituzioni circolari 


per modo che sarà 


(abe) , (e di) ; 


Le sostituzioni circolari clic costituiscono una sostituzione qualunque si chiamano 
cicli di questa sostituzione. 

È d' avvertirei che una sostituzione può non spostare una o più lettere; allora 
ciascuna di queste lettere costituisce un ciclo: cosi sarà 


(%$) = ( al "}wi*)<n=iabc>. 
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fi. Poiché una sostituzione circolare di n lettere equivale a far girare di un 

angolo uguale a — la circonferenza clic, divisa in n parti uguali, porta scritte le n 

lettere nei punti di divisione ; ripetendo m volte di seguito questa sostituzione . 
ciascuna lettera sarà rimpiazzata da quella clic ite dista per un arco uguale ad 
5 tt 

»n — ; quindi bisogna ripeterla almeno n volte perchè ogni lettera riprendesse il 
suo posto: perciò la potenza «” di una sostituzione circolare di n lettere è la mi- 
nima potenza di questa sostituzione clic sia uguale ad I. Ora la potenza n" di una 
sostituzione qualunque é uguale al prodotto delle potenze n“ dei suoi cicli. Infatti 
consideriamo la sostituzione A = (abe) [dcf\ : sarà 

A 1 = (afte) (def) (abe) (def) ; 

ma poiché le sostituzioni (ohe), (de/ - ) sono tra loro mutabili, sarò ancora 
A* — (abe) [abe) ( def ) tdef) = (abe)* (de/-) 1 . 

Ma il grado della minima potenza di una sostituzione circolare clic sia uguale ad 1 
è dinotato dal numero delle sue lettere, dunque, se indichiamo con (<i, to' etc. i 
numeri delle lettere che compongono i cicli di una sostituzione non circolare, il 
minimo multiplo di io . to' etc. indicherà il grado della minima potenza di questa 
sostituzione che sia uguale ad I. 

Laonde, se chiamiamo ordine. di una sostituzione il grado della minima potenza 
di questa sostituzione clic sia uguale ad I possiamo dire clic l'ordine di una so- 
stituzione circolare 6 uguale al numero delle sue lettere; e l'ordine di una sosti- 
tuzione non circolare é il minimo multiplo degli ordini dei suoi cicli. 

7. Una sostituzione si dice primitiva quando il suo ordine è un numero primo 
o la potenza di un numero primo. 

Teorema l.°— Ogni sostituzione non primitiva è uguale al prodotto di più 
sostituzioni primitive. 

Sia A una sostituzione di ordine D = p® q? r* , essendo p, q, r numeri primi. 
Poiché A D e la minima potenza di A clic sia uguale ad I, gli ordini delle sostituzioni 

i 1 I 1 H 

ì? qf ri 

A, = .V , A t = A , Aj = A 

saranno rispettivamente p a , qK r* , perciò saranno primitive. Ora, essendo p* e q^ r' 
primi tra loro, possiamo trovare due numeri interi f ed TO' positivi o negativi che 
soddisfano alla condizione 

lq?r~ 4- m'ji* za I , 

Similmente, essendo q' ed r 1 primi tra loro, si possono trovare due numeri intcrr 
in ed n clic soddisfano alla condizione 

to' ss mf 1 + nqt. 

Sostituendo questo valore di to’ nell - altra uguaglianza, si ha 
Iqb' -!- mp % r> + «p*q ? = 1, 
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ovvero 


laonde sarà 


D , D . 

m — a + n -= = 1 : 
oP t* 


A ( , A,"A," = A 


I) D D 

, ^ + "' ^ +n 7i 


:A. 


8. Se A e B sono due sostituzioni, l'altra B"'AB si chiama la trasformata di 
A per mezzo di 11 o con B. 

Teorema 2.° — Si ottiene la trasformala di A con B, sostituendo a ciascuna 
lettera di ciascun ciclo di A quella che ad essa fa succedere B. 

Sia A — (abed) (efg), e supponiamo che B scantini a, b, e, ci, e, f, g rispettiva- 
mente con o', b‘, e', ci', e', f, g'. La sostituzione B~* AB equivale ad operare prima 
B* 1 , poi A ed infine B: ma B -1 , essendo inversa di B, scambia a',b’,c',d'.e h ,f',g' 
rispettivamente con a, b, e, d, e, f, g ; indi la sostituzione A rimpiazza quest’ ultime 
lettere rispettivamente coll'altre b. e, d, a, /', g, e; infine la II cambia quest' ultime 
rispettivamente nell'altro b',c',d',a'.f,g',e': dunque B“'AB produce nelle lettere 
a\b',c',d',e',f le due sostituzioni circolari («’, b\ e', d'ì, (e', f, g 1 ). Ma l’altro let- 
tere che entrano in B , ricevendo per B" 1 e per B due spostamenti contrarii , re- 
stano ferme per la sostituzione B _, AB; dunque sarà 

B-’AB = (a'bVd'] [e'f'g 1 ). 


0. Si chiamano simili due sostituzioni quando hanno il medesimo numero di 
cicli, ed i cicli corrispondenti sono del medesimo ordine. Da questa definizione e 
dal teorema precedente si deduce che una sostituzione è simile alla sua trasfor- 
mata con una sostituzione qualunque. 

Teorema 3.” — Se A e B sono due sostituzioni simili contenenti p cicli di 
ordine tu, g' di ordine, m' e cosi di seguito, ri sono 


sostituzioni colle quali trasformando A, si ottiene B. 

Infatti i cicli di una sostituzione possono cambiare di posto, senza che si al- 
teri la sostituzione; perchè i cicli sono sostituzioni relative a lettere diverse, quindi 
sono mutabili tra loro. Laonde permutando in tutt* i modi possibili i cicli dello 
stesso ordine di B, si avranno 1 -2,..px I -2...p'... forme diverse di B, nelle quali 
i cicli corrisponderanno a quelli di A. Inoltre ad ogni lettera di un ciclo possiamo 
fare occupare il 1° posto, variando convenevolmente i posti dell'altro lettere dello 
stesso ciclo ; quindi se si fa quest’ operazione in ciascun ciclo delle diverse forme 
di B , si otterranno 

1 ■2...(Z'»n l *X 1 x ... 

sfrme diverse di B, nelle quali i cicli si corrisponderanno con quelli di A. Ora la 
sostituzione, che scambia le lettere di ciascun ciclo di A colle lettere corrispondenti 
del ciclo corrispondente di una qualunque delle forme di B , trasforma A in B ; 
dunque vi sono 

1 - 2 ...fi-m 1 *' x ... 

oostituzioni diverse che trasformano A in B. 
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CAPO 2.” 

Dpi srii|>|>i in fi'iifriilc, 

10. Un sistema di sostituzioni forma un gruppo quando contiene il prodotto di 
due qualunque di esse. 

Si dice ordine di un gruppo il numero delle sostituzioni che Io compongono, 
e grado il numero delle lettere spostate dalle sue sostituzioni. 

1 1. Se A è una sostituzione cd in è il suo ordine, le sostituzioni I, A, A 1 .. .A" 
formano un gruppo. 

Infatti il prodotto di due qualunque di esse A'', A*ÉA P+ *; ovvero, indicando 
con r il resto della divisione di p + q per m, sarà A" +, = A"- .V : ma A" = t ; 
dunque A p -A 9 = A r ; ma, essendo r minore di m, \ r appartiene alla suindicata serie: 
dunque anche il prodotto \ p -\' 1 appartiene alla stessa. 

12. Le soslitutioni che trasformano una data sostituzione A in se stessa for- 
mano un gruppo. 

Infatti siano A, cd A, due di queste sostituzioni : la trasformata di A con 
A, A, sarà 

(A, Aj) 1 A A| Aj : 

uia, dovendo essere (A, A,r' A, A, = 1 ; sarà (A, A,) - * = A, - ' A, - * : quindi sarà 
|A| A,) -1 A A, A, = A," 1 A.T 1 A A, A, : 
ma A, -1 \ \ t — K per ipotesi ; dunque sarà e 

(A, A ,) -1 A A, A, = A,"' A A, ; 

ma A,"' A A, = A per ipotesi ; dunque il prodotto A, A, trasforma A in se stessa. 
Quindi il sistema delle sostituzioni che trasformano A in se stessa contiene il pro- 
dotto di due qualunque di esse. 

13. Le trasformate delle sostituzioni A.B etc. di un grappo con timi sostituzione 
qualunque M formano un gruppo che dicesi il gruppo trasformalo del dato con M. 

Infatti il gruppo dato, contenendo le sostituzioni A c I), conterrà il loro pro- 
dotto AB ; quindi il sistema delle trasformate conterrà le tre sostituzioni 

M“« AM , li"' BM , M-' ABM ; 

ma 

M-' ABM = M-« AM M"' BM ; 

perchè MM -1 = 1 ; dunque il sistema delle trasformate conterrà il prodotto di due • 
di esse. 

Se il gruppo formato dalle trasformate si confonde col dato , si dice clic 31 
sia permutabile al gruppo dato. 

14. Le sostituzioni permutabili ad un gruppo II formano un gruppo. 

Siano M ed X due sostituzioni permutabili al gruppo li cd A una sostituzione 

di questo : inoltre si abbia 

M-«AM = A, , AJi = A, : 
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saranno A, od A, sostituzioni di IT. Ora si lia 

(MNJ-'AMN = N-' M-'AMX = A'-'A.X = A, : 

dunque il sistema delle sostituzioni permutabili ad II contiene il prodotto di due 
di esse. 

15. Se si combinano per moltiplicazione in tuli' i modi possibili più sostitu- 
zioni A, B, C ctc. e le loro potenze . le sostituzioni che risutluno formano un 
gruppo che dicesi derivato' dalle sostituzioni A, B, C etc. e s indica col simbolo 
(A, 11, C...). 

È evidente clic questo sistema contenga il prodotto di due sostituzioni che ad 
esso appartengono. 

16. Se M è una sostituzione permutabile ad un gruppo G , le derivate da 
M e dalle sostituzioni di G possono mettersi sotto una delle forme M*g, , gj,M ? : 
essendo gj e gj < lue sostituzioni di G. 

Sia M fg, M 1 una sostituzione derivata da AI e dalla sostituzione g, di G. Pos- 
siamo metterla sotto la forma M' 1 ~'-Mi/ 1 M~ I MAI’ : ina è una sostituzione di 

G ; quindi indicandola con g t . la proposta si può mettere sotto la forma M M* +l . 
Seguitando ad operaie allo stesso modo si possono riunire eoo Al'' luti' i fattori di 
Al p , e cosi la proposta sostituzione prenderà la forma Si potrebbero ugual- 

mente riunire i fattori di Al* a quelli di Al 1 ’, ed allora la sostituzione prenderebbe 
la forma Atf^g,. 

17. Teoiieju l.°— Se un gruppo II è contenuto in ini altro G-, l'ordine n 
di II è un divisore, dell'ordine di G. ti, 

Questo teorema è dovuto a Lagrange. 

Siano 

1,S„S„S 3 s„_, 

le sostituzioni di II e X una sostituzione di G non contenuta in II. Le sostituzioni 


saranno contenute in G, differiranno tra loro , e saranno distinte da quelle di II ; 
poiché se fosse S,,X=-S 7 , sarebbe X - S r - 1 S ? , e quindi X apparterrebbe ad 11, il 
die è contro l'ipotesi. Laonde se G non contiene altre sostituzioni sarà X = 2n. 
Ala se G contiene un'altra sostituzione 1, diversa da quelle contenute nelle due serie 
precedenti , avrà auclie l’ altre 

V CV OV R V 

0,-1, Oj-| ...... -, 

le quali sono diverse tra loro e da quelle di II : inoltre differiscono da quelle della 
2." serie; perchè se fosse S^X, = S,X , sarebbe X, ^S^'S^X : ma S,~' S ? è una 
sostituzione di li , quindi X, sarebbe uguale ad una sostituzione di 11 moltiplicata 
per X , perciò apparterrebbe alla 2.” serie , il che è contrario all' ipotesi. Dunque 
N sarà almeno uguale a 3n. Se X è maggiore di 3n si dimostrerebbe similmente 
che almeno sarebbe uguale a 4n, e cosi di seguito. 


Digitized by Google 


)( 7 )( 


Da questa dimostrazione risulta die le sostituzioni di G possono essere disposte 
in un quadro come il seguente 


o come nell’altro 


I S. 


^a-l 


2 S,S S t £ S„_,£ 

S,I S,£, S„_,Z, 


1 S, S, 

V ve v e 

“ - 0 ,- 0 , 

£ v S v S 

“I -|'~Z 



Corollario l.° — L’ordine di un gruppo di /.■ lettere divide il prodotto I - 2-3 ...k. 
Poiché questo gruppi) è contenuto nell’altro formato da tutte le sostituzioni 
di k lettere clic sono 1-2 -3 ...k. 

Corollario 2.° — L’ordine di un gruppo clic contiene una sostituzione di or- 
dine j> é divisibile per p. 

Poiché questo gruppo contiene l'altro formato dalle potenze delle sostituzioni 
di ordine p. 

18. Tkorbva 2.“ — Se l'ordine di un gruppo non è divisibile per un numero 
primo p . esso non può contenere alcuna sostituzione di ordine p. 

Questo teorema é dovuto a Caucliy, c si poggia sopra i due seguenti lemmi. 
Lemma Siano (ì — lg, g, ...), Il = (/#, h t ...), U = («, », ...) tre gruppi ri- 
spettivamente di ordine M,N, P; c siano i due primi contenuti nel 3°: il numero 
delle sostituzioni di U che non soddisfano alla condizione g x u. = u„ /t* é un mul- 
tiplo di >IN. 

Sia u a una sostituzione clic non soddisfa la delta condizione; dicoche notivi 
soddisfaranno le MN sostituzioni contenute nella forinola g x uji*. Infatti se si avesse 

= 9 * ««V'i ■ 

si avrebbe !/*- ’fW'» = ? 

ma y^'g-jt appartengono rispettivamente ai gruppi G ed 11; quindi iq, 
soddisferebbe alla condizione in parola; il che é contro l’ipotesi. Inoltre le sosti- 
tuzioni della forma g x ujit sono tutte distinte, poiché se si avesse 

g x lljl^ = g x ’Ujly , 

sarebbe g x 'g x u a = u./i r ltf ' , 

il che non é. Adunque il numero delle sostituzioni di U che non soddisfano alla 
condizione ff a «« = «»/*> è almeno MN. 

Se questo numero é maggiore ili MN , sia un' altra sostituzione di U che 
non soddisfa la detta condizione: allora non vi soddisfaranno le MN sostituzioni 
comprese nella formola g x v a h^. Queste ultime sostituzioni sono tra loro distinte, 
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e lo sono anche dalle altre g a u c hp ; poiché se fosse 

= »»■»«■ V* 

sarebbe - ««• ; 

ma g a ~’g a ed hplimT* appartengono rispettivamente ai gruppi G ed 11 , quindi «„• 
sarebbe una delle sostituzioni contenute nella espressione gjuJ i«, il che non è. 
Adunque il numero delle sostituzioni di l ; clic non soddisfano alla condizione 
gju 9 = ujh, è almeno 2M.N. Se questo numero superasse 2MN si dimostrerebbe 
similmente che dovrebbe essere uguale almeno a 3.MN, c così di seguito. 

ConoLLAHio — Se G non contiene alcuna sostituzione simile a qualcuna delle 
sostituzioni di II , tutte le sostituzioni di U non soddisfano alla condizione g x u„=u a hp, 
poiché se questa uguaglianza avesse luogo, si avrebbe anche l’altra 
quindi 11 conterrebbe la sostituzione lij simile a g r , il che è contrario all'ipotesi: 
quindi l’ordine P di U é divisibile per M\. 

19. Lemma 2.“ — Se p é un numero primo e pf é la massima potenza di p con- 
tenuta nel prodotto 1-2 ...k, si può sempre formare con k lettere un gruppo di 
ordine pf. 

Se k < p, sarà /'-=() e ;/= I ; allora il gruppo formato dalla sola sostituzione 1 
soddisferà alla condizione enunciata. 

Quindi basterà dimostrare che se la proposizione enunciata nel lemma è vera 
per tutt'i valori di k minori di p”, lo sia anche per tult'i valori di k maggiori di 
p* c minori di p r+l . 

Indicando con q un numero minore di p* e con r un altro minore di p, ogni 
numero k maggiore di p" c minore di p ,+l sarà espresso dalla formula k—pq + r. 

Consideriamo pq delle k lettere e dividiamole nei q sistemi 

0|. flpì b|, lij, fcj, ... bp , ... j 

ciascuno composto ili p lettere. Indichiamo con S,. S,...S,, le sostituzioni circolari di 
ordine p, formate rispettivamente dalle lettere del primo sistema, da quelle del 
secondo, e cosi di seguito. Inoltre siano etc. delle sostituzioni che scambia- 

no le lettere di un sistema colle corrispondenti di un altro sistema; c T=(t,, I, etc.) 
un gruppo di ordine pi, essendo pi la massima potenza di p contenuta in I - 2-3 ...q. 

Le derivate da S,,Sj ete. e dalle sostituzioni di T possono mettersi sotto la 
forma i m S®S,?...: infatti sia una di queste derivate: essa può scriversi sotto 

la forma t m U _, S a t ra S^; ina se l M scambia le lettere del I" sistema con quelle del 
2°, / M _, S®t M è uguale ad S,®; quindi la derivata in parola si può mettere sotto 
la forma t m S,®S ? , ovvero sotto l'altra perché S ed S„ permutando lettere 

diverse, sono tra loro mutabili. 

Ala se nell' espressione si danno ad m tutt’i valori da 1 sino a pi c 

ad a, (3 eie. tutt'i valori da 1 a p, si otterranno sostituzioni diverse. Infatti se si 
avesse 

f m S®S,f... = f„.S®’ S/... ; 

si avrebbe anche = S®’8,^’... S -a S, - ^ ... 
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ma il 1 ° membro dinota una sostituzione clic scambia le lettere di alcuni sistemi 
colle corrispondenti di altri sistemi, mentre il 2 ® membro dinota una sostituzione 
clic permuta tra loro le lettere appartenenti ad un medesimo sistema ; dunque 
quest' uguaglianza non può aver luogo se non nel caso che ambedue i membri siano 
uguali ad 1 ; perciò sarà m — in' ed 

S«S,*... = 8 a V- 

donde S^'^S.P'-P...: 

ma il 1 ° membro dinota una sostituzione clic sposta le lettere del 1 ° sistema, mentre 
il 2 ° membro dinota una sostituzione che permuta le lettere degli altri sistemi ; 
dunque dovrà essere a — a’; similmente si dimostrerebbe (3 = p’ ctc. 

Adunque il gruppo L, formato dallo sostituzioni derivate ò dell’ ordino 

pf.pi = pf + i. j[a questa potenza di p 6 appunto la massima potenza di p contenuta 
nel prodotto 1 -2-3...fc. Infatti, essendo k—pq + r, ed essendo r minore di p, il 
massimo intero contenuto in k ò q\ quindi i fattori del precedente prodotto, divi- 
sibili per p, sono i seguenti 

p, 2p, 3p ... qp ; 

perciò la massima potenza di p contenuta in detto prodotto sarà la massima po- 
tenza di p contenuto nell'altro 

l-2.3... 7 .p»; 

ma la massima potenza di p contenuta in 1 - 2 . ..<7 è per ipotesi pf ; dunque la mas- 
sima potenza di p contenuta nel prodotto 1 -2...fc èp f*i. Quindi resistenza del gruppo 
L dimostra l'enunciata proposizione. 

20. Premessi questi due lemmi veniamo alla dimbstrazionc del teorema. 

Sia II un gruppo clic non contenga alcuna sostituzione di ordine p : esso non 
conterrà alcuna sostituzione il cui ordine sia divisibile per p; poiché se contenesse 
la sostituzione A di ordine p k, essendo \ pk = 1 , sarebbe (A fc } p = 1 , 0 quindi II con- 
terrebbe la sostituzione jA* di ordine p, il che ò contrario all'ipotesi. Il gruppo 
L avendo per ordine p q+ i = pf, ogni sua sostituzione avrà per ordine un numero 
che divide pf e quindi divisibile per p; per conseguenza ciascuna delle sue sosti- 
tuzioni deve avere almeno un ciclo il cui ordine sia un multiplo di p; ma nessuna 
sostituzione di II può avere un ciclo il cui ordine sia divisibile perp, dunque nes- 
suna delle sostituzioni di II può essere simile a qualcuna di quelle di L. Ma L ed 
li sono contenuti nel gruppo I formato da tutte le sostituzioni possibili di k lettere. 
Dunque, in forza del corollario del l® lemma, l'ordine l-2-3...fc di I deve essere 
divisibile pel prodotto dell'ordine 31 di li per l’ordine pf di L; quindi M deve di- 

1 ®2 li 

videro — J 7 ~> ma Questo numero non contiene più fattori uguali a p, dunque 
neppure U dovrà contenere tali fattori, per conseguenza se l’ordine di un gruppo 
non ò divisibile per p esso non potrà contenere una sostituzione di ordine p. 

2 
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CAPO 3.» 

Gruppo nllernnto. 

21. Una sostituzione che scambia tra loro due lettere dicessi trasposizione. 

Una sostituzione circolare di p lettere a,b,c... è il prodotto di p — 1 traspo- 
sizioni (ah), (ac)...; quindi una sostituzione di k lettere contenente n cicli sarà il 
prodotto di k—n trasposizioni. 

22. Teorema 1 — Il numero delle trasposizioni che contiene il prodotto di 
due sostituzioni S e T è pari o impari, seeondochiì è pari o impari la somma 
a + g dei numeri a c $ di trasposizioni di cui esse si compongono. 

Supponiamo che sia S = (abede) (fg). Moltiplichiamo S per la trasposizione (ac) 
formata da due lettere esistenti nel medesimo ciclo. Se si opera la sostituzione 
(abede) (fg) (ac) sulla permutazione abedefg si ottiene il risultato badecgf, cho si 
otterrebbe ancora se sopra abedefg si operasse la sostituzione (ab) (ale) (fg) ; quindi 

S (ac) = (ab) (ede) (fg). 

E poiché S(ac) contiene un ciclo di più di S, il numero delle trasposizioni di S(ac) 
sarà a — 1. 

Or supponiamo che si moltiplichi S per la trasposizione (af) formata da due 
lettere esistenti in cicli diversi. Operando la sostituzione S (af) sulla permutazione 
abedefg, si ha l'altra bcdefga, la quale si otterrebbe anche se si operasse sulla 
permutazione abedefg la sostituziono (abedefg); quindi sarà 

S (aD = (abedefg). 

E poiché ( abedefg ) contiene un ciclo di meno di S, equivale ad a+l trasposizioni. 
Ma la differenza tra a + l ed a + l è zero, c quella traa+1 ed a — 1 è 2, dunque 
il numero delle trasposizioni . clic contiene il prodotto di S per una trasposiziono 
è =a+l{mod2). Di qui risulta, clic indicando con a, , a, ... a ? i numeri di tra- 
sposizioni che presentano i prodotti di S per la 1* trasposizione di T, per le due prime, 
C cosi di seguito, sarà 

a, = a + 1 (mod2), a,sa, + 1 (mod2) ... aj~aj_, + 1 (mod2); 
quindi, addizionando e sopprìmendo i termini comuni ai due membri, si avrà 

a p = a + (ì(mod2). 

Corollario. — Le sostituzioni di un gruppo G, costituite da un numero pari di 
trasposizioni, formano un gruppo II. Poiché il prodotto di due di esse, costando 
di un numero pari di trasposizioui c dovendo appartenere a G, Tanno parto di II. 

Teorema 2." — Sa in un gruppo G ri sono delle sostituzioni equivalenti ad 
un numero impari di trasposizioni, e delle altre ad un numero pari, l'ordine 
del gruppo II formalo da queste ultime è la metà dell' ordine di G. Ed li è per- 
mutabile alle sostituzioni di G. 
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Se indichiamo con S,, S„ ... le sostituzioni di li e con T una sostituzione di 6 , 
formata da un numero impari di trasposizioni, le sostituzioni 


S, , S, ... ; TS,,TS„. 


(t) 


saranno distinte. Infatti, essendo tra loro distinte S,,S,..., lo saranno anche 
l'altro TS,,TS, ... Inoltre una delle 8, ,8,... non può essere eguale ad una delle 
TS,, TSj...; poiché se fosse S, = TS 4 . sarebbe S s Sj -, =T, e quindi T apparter- 
rebbe ad II , il che non è. Ma le (1) rappresentano tutte le sostituzioni di G. Poiché 
se una sostituzione U di G é formata da un numero pari di trasposizioni, essa 6 
contenuta nella serie S, , S, ... , e se é formata da un numero impari di trasposi- 
zioni, l'altra T~'U, equivalendo ad un numero pari di trasposizioni, appartiene alla 
serie S,, S, ...; perciò TT"‘U = U fa parte della serie TS,,TS, ... Adunque l’or- 
dine di G è doppio di quello di II. 

Or se indichiamo con S„ una sostituzione qualunque di II, e con a,g,f 1 nu- 
meri delle trasposizioni che compongono U, S„ , U~'S„U , poiché il numero delle tra- 
sposizioni di U _l è = — a(mod2), sarà 

Y = — a + $ + a {mod 2} : 

ma g è pari , dunque lo sarà anche V, perciò U _, S„U appartiene ad II : laonde, con- 
tenendo II la trasformata di una qualunque delle sue sostituzioni per mezzo di una 
sostituzione di G, sarà ogni sostituzione di G permutabile ad IL 

Corollario l.° — Tulle la sostituzioni di k lettere, equivalenti ad un numero 
pari di trasposizioni, formano un gruppo II' al quale sono permutabili tutte le 
sostituzioni delle k lettere. Il' si chiama gruppo alternalo. 

Corollario 2.° — Se un gruppo G di k lettere contiene il gruppo alternalo , 
o si confonde con esso, o contiene -111110 le sostituzioni che si possono formare 
colle k lettere. 

Poiché se G contiene altre sostituzioni oltre quelle del gruppo alternato, in- 
dicando con N P ordine di questo gruppo, quello di G sarà 2,’i ; ed il numero delle 
sostituzioni possibili con k lettere é appunto 2N. 

23. Teorema 3.° — Ogni sostituzione del gruppo alternalo é il prodotto di so- 
stituzioni circolari di 3.° ordine. 

Sia S=(aliccl) (e fi una sostituzione del gruppo alternato. Poiché (abcd)=(abc){ad), 

sarà 

S = (a6c) (ad) {ef) : 

t 

ma (ad) (c/l = (ad) (ac) (c«) (o/l, (ad) (ae) = (ndc), (eri) [ef\ - [eaf} , 
quindi sarà S = (abe) (adc) [eaf], 

21. Teorajia 4.°— Un gruppo G, al quale ogni sostituzione è permutabile , 
contiene il gruppo alternato, se il numero k delle sue lettere è superiore a 4. 

Poiché ogni sostituzione formata colle k lettere di G è permutabile a G; questo 
gruppo conterrà tutte le sostituzioni simili ad una delle suo sostituzioni, 8. 
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S„ S„ S, ... S. le sostituzioni di G. Allora le sostituzioni 

S,, S lt S,, S. \ 

TS,, T8,, TSj TS. [ (I) 

T-’S,, T-S,, T-'S, ..T-'i?. ) 

sono distinte. Infatti, essendo distinte quelle della 1* linea, lo saranno quelle della 
2", come anche quelle della 3*. Inoltre una della 2* linea non può essere eguale 
ad un altra della 1*; poiché se fosse TS m = S m ., sarebbe T = S„. e quindi T 
farebbe parte di G , il che non è. Similmente una della 3" linea non può confon- 
dersi colf un altra della 1"; poiché se fosse T _, S M = S m - , sarebbe T _l = 
e quindi (T — = (Sa,- S m ~ *j*; ma 

(T — •)* = T -3 - T = T, 

quindi sarebbe T = (S„- S^ -1 ) 1 , e T apparterrebbe a G, il che non è. Infine una 
della 2* linea non può eguagliare un'altra della terza; poiché se fosse T -, S m =TS„., 
sarebbe T , T" , S M = T 3 S„., ossia TS„ = S K ., il clic si 6 dimostrato impossibile. Ma 
le (1) al più costituiscono tutte le sostituzioni possibili, dunque G contiene al più 
il terzo di queste sostituzioni. 


. CAPO 4.» 


Groppi transitivi. 

2(1. Un gruppo dicosi transitivo quando per le sue sostituzioni ulta lotterà 
qualunque può esser posta nel sito occupato da una lettera determinata. Nel caso 
contrario un gruppo diccsi intransitivo. 

In generale un gruppo diccsi m volte transitivo, quando per le sue sosti- 
tuzioni m lettere qualunque possono simultaneamente esser poste nei siti priinio- 
ramante occupati da m lettere determinate. 

Da questa definizione sì deduce, che colle sostituzioni di un gruppo G, m volte 
transitivo, si possono scambiare m lettere qualunque con altre m lettere qualun- 
que. Infatti sia S una sostituzione di G clic scambii m lettere qualunque a',b',c'... 
colle m lettere determinate a, 6, e, ..., ed S, un'altra sostituzione di G che scam- 
bii altre m lettere qualunque a", b", e", ... con a, b, e, .... 0 contiene la sostitu- 
zione SS, -1 la quale prima scambia a', b', e'... con o, b, e.. , ed indi n, ù,c, ... con 
a”, b", e", ...; quindi scambia a', b\ e', ... con n", b", e".... 

27. L'n gruppo di in lettere è transitivo , se contiene una sostituzione cir- 
colare formala da queste ni lettere. Poiché con questa sostituzione e colle sue di- 
verse potenze si può scambiare una lettera qualunque con un' altra determinata. 

Come pure un gruppo di m lettere è n volte transitivo, se. contiene una so- 
stituzione circolare di ordine m, un'altra di ordine m — 1, un'altra di ordine 
m — 2, e cosi di seguito sino ati una sostituzione di ordine m — n + i. Poiché 
colla 1* sostituzione o con una dello sue potenze si può scambiare una lettera qua- 
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lunquc con quella clic non entra nella 2* sostituzione; indi con questa o con una 
delle sue potenze si pub scambiare una 2* lettera qualunque con quella che entra 
nella 2* e non nella 3”; e cosi seguitando si possono scambiare m lettere qualun- 
que con m lettere determinate. 

28. Teouem v 1 — Le lettere di un gruppo intransitivo 0 si possono dividere 
in sistemi tali che le sue sostituzioni permutano tra loro le lettere di ciascun 
sistema. 

Poiché G è intransitivo , le sue sostituzioni non possono scambiare con una 
lettera determinata ciascuna delle rimanenti; perciò supponiamo che le sole lettere 
a,, a,, a,... si scambiino con a; allora ciascuna lettera del sistema a,.., 

si scambierà con un'altra del medesimo sistema; poiché, se supponiamo che la so- 
stituzione S di G scambii a, con (, ed indichiamo con S, la sostituzione clic scam- 
bia a, con a, l’altra S“'S, , scambiando prima l con a, ed indi a, con o, scam- 
bierà 1 con a, e quindi ( dovrà far parte del sistema a, a„ a t ... Similmente scie 
sole lettere b„ b„ b, ... si scambiano con b, le sostituzioni di G permuteranno tra 
loro le lettere 6 , 6 ,, b„ ..., e cosi di seguito. 

ConoLLAnio 1 .• — Quindi le sostituzioni di G saranno della forma ABC ... ; 
AT^C'...;... essendo A, A'... delle sostituzioni sopra le lettere a, a,, a,...; 
dello sostituzioni sopra le lettere b,b„b,,...; e cosi di seguito. E poiché la per- 
mutazione delle lettere a, a„ a,... fatta dal prodotto delle sostituzioni ABC..., A'B'C'... 
è indicata da AA', cosi le sostituzioni A, A'... formano un gruppo, il quale è tran- 
sitivo ; perchè per le sue sostituzioni a può rimpiazzare una qualunque delle altre 
lettere del sistema a, a,, a, ... Lo stesso è delle sostituzioni B, B'..., delle altre 
C, C'..., e cosi di seguito. 

ConoLLAiuo 2.” — Se i sistemi a, a„ a,..., b, b„ b t ,..., ... sono formali rispet- 
tivamente di a, a', a"ctc. lettere, l'ordine di G dividerà il prodotto 1 -2...«xl -2... 
et'Xl-2...a"... Infatti si moltiplichi ciascuna delle sostituzioni che si possono for- 
mare colle lettere del 1“ sistema per ciascuna di quelle che si possono formaro 
colle lettere del 2° sistema; indi ciascuno di questi prodotti si moltiplichi per cia- 
scuna delle sostituzioni che si possono formare eolie lettere del 3° sistema, e cosi 
di seguito sino alle sostituzioni formate colle lettere dell' ultimo sistema; si avrà 
cosi un gruppo G' il cui ordine è 1 -2...aX I -2...a’x 1 -2 ...a''x...; ma G' contiene 
G, dunque l'ordine di G divide il suddetto prodotto (17). 

29. TeoniiMA 2.” — Se m indica il numero di sistemi di posizioni diverse che 
le sostituzioni di un gruppo G possono dare a determinate lettere a, b, e, etc. , 
ed n dinota l’ordine del gruppo formalo dalle sostituzioni di G cftc non spostano 
a, b, e etc., sarà mn l’ordine di G. 

Siano l,p(,p«...p,_i le sostituzioni di G che non spostano le lettere a,b,c, etc., 
e sia S una sostituzione di G che pone queste lettere in uno degli m sistemi di po- 
sizioni possibili; allora anche l' altre Sp,. Sp t . . . Sp„_, le collocheranno secondo Io 
stesso sistema di posizioni in cui le pone S. Or dico clic 

S, Sp„ Sp, ... Sp n _, ■ (1) 

siano le sole che soddisfano a questa condizione. Infatti, indichiamo con R una so- 
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stituzione di G, diversa da S, e che colloca a.b, c, etc. negli stessi posti in cui 
le mette S: la sostituzione S~'H lascia immobili queste lettere; perchè dinotando 
con a', b', & etc. le lettere che occupano i posti nei quali U ed 8 costituiscono 
a, b, c..., S -1 scambia a,b,c... con a', b\ c'..., ed indi II scambia a', b', c' etc. con 
a, b, c... ;• quindi S"'R 6 uguale ad una delle sostituzioni i,p,,p, supponiamo 
che sia S~'lt = p„ ; allora sarà II = Sp„, e quindi R sarà contenuta nella serie (1). 
Or corrispondendo a ciascuno degli m sistemi di posizioni delle lettere n, b, c, etc. n 
sostituzioni di G, saranno mn le sostituzioni di G. 

Conou.ABio. — Se un gruppo G di ni lettere è n volte transitivo, le sue so- 
stituzioni possono far prendere ad n. lettere determinate tanto posizioni diverse 
quante sono le disposizioni ad n ad » di m lettere, ossia m(m — l)...(m— n+1); 
quindi l'ordine di G sarà divisibile per m(«t-l)...(ni-n+l). 

30. Teorema 3.° — Se un gruppo G non contiene il gruppo alternalo ed è n 
volte transitivo, ciascuna delle sue sostituzioni deve spostare più, di n lettere. 

Supponiamo clic G contenga la sostituzione S clic sposta le n lettere a, 6, c... 
Essendo G n volte transitivo, conterrà una sostituzione T che scambia queste let- 
tere con altre n lettere qualunque a, perciò conterrà anche la sostituzione 

TST - ' che rappresenta una qualunque delle sostituzioni simili ad S , e quindi 
conterrà il gruppo 11, formato da tutte le sostituzioni simili ad S. Ma questo gruppo 
è permutabile a tutte le sostituzioni possibili; dunque II c G conterranno il gruppo 
alternato; ma questo è contrario all’ ipotesi, dunque è impossibile elio G contenga 
una sostituzione che sposta n lettere. Questo teorema è dovuto a Matthicu c con- 
duce all' altro 

31. Teorema 4.° — Se un gruppo G non contiene il gruppo alternalo, ed è 
n volte transitivo, ciascuna delle sue sostituzioni deve spostare più di 2n— 4 
lettere. 

Supponiamo che G contenga la sostituzione S = (afte...) (de/’...} [g...) la quale 
sposti q lettere, essendo q<m — 3; c siano a, b . . . d, e, f le prime ti lettere di 
questa sostituzione. Poiché G è n volte transitivo, conterrà una sostituzione che 
lascia immobili le lettere a, b, c. . ,d, e, e scambia f con ?: supponiamo che la 
medesima sostituzione scambi g con y. Allora G conterrà 
T~'ST = [abc...) [dei}...) 

come anche 

T-'STS-' = [abc...) [dei ?...) (?...) (abc...)-' ( def ( g ...)-'. 

Ora in quest' ultima sostituzione lo spostamento indicato dal ciclo (abc...) è distrutto 
da quello indicato dal ciclo (ab...) -1 ; inoltre so è 

abc...def...g...<f...y... 

una permutazione delle lettere di G, essa pel ciclo (de?...) diverrà. 

abc...cqf...dg...\...y...i 
indi pel ciclo (def...)-' diverrà 

abe...d<fC...g..X..y...; 

quindi la lettera d^ ritiene il suo posto in seguito alle operazioni indicate dai due 
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cicli in cui cutra d; laonde per la sostituzione T-'STS -1 non mutano posto loti— 2 
lettere a,b...d : ma ciascuna delle due sostituzioni S"' e T -, ST sposta q lettere 
ed e è comune ad entrambe; quindi T^'STS"* sposterà un numero di lettere in- 
dicato da q' = 2q - 2 (n — 2) + 1 = 2q - (2n — 3) ; ma q è minore di 2n— 3, dunquo 
sarà q' < q. 

' Similmente da quest' ultima sostituzione che sposta q' lettere si può passare 
ad un’altra clic sposta un numero q" di lettere, minore di q'; e cosi seguitando 
si giungerà ad una sostituzione clic sposta n lettere ; ma questo pel teorema pre- 
cedente & impossibile , quindi G non può contenere alcuna sostituzione che sposta 
meno di 2 ji — 3 lettere. 

Corollario l.° — Se s'indica con k il numero delle ledere di G e conni il 

1-2*3 k 

più grande dei due numeri n e 2n - 4 , V ordine di G deve dividere . , ■ . 

‘ J l-2-3...m 

Poiché ogni sostituzione di G sposta un numero di lettere maggiore del più 
grande dei due numeri n e 2n — 3, G non conterrà alcuna sostituzione simile a 
quella del gruppo H, formato da tutte le sostituzioni di m lettere. Ma li e G sono 
contenuti nel gruppo G', formato da tutte le sostituzioni di k lettere , dunque l'or- 
dine di G deve esser divisibile (18, Co.) pel prodotto degli ordini di G e di II, ma 

1 • 2- 3 k 

l’ordine di G' ù 1 .2-3 ...k, e quello di II è l-2-3...m, dunque ^ ^ deve esser 

divisibile per l’ordine di G. 

Corollario 2 .* — Se un gruppo G di k lettere é n volte transitivo, n non 
pud superare il più piccolo dei due numeri c^. 

J ’i 

Essendo G n volte transitivo, il suo ordine deve .esser divisibile pel prodotto 

1-2-3 k 

k(k- 1) ... [k — n+ 1), ma esso deve dividere * ^ , quindi 1 -2-3.. .k deve es- 

sere divisibile pel prodotto 1 -2 .. . m{k — »+ I) ... {k— 1) k; perciò m non deve 
superare k — n; ma m è il più grande dei numeri 2n - 4 cdn; quindi se questo 

è n , dovrà essere n <k — n, donde n < s ; e se m — 2n - 4, sarà 2» — 4 < k - n, 

. , k+ 4 

donde n < - . 

32. Teorema 5.® — Un gruppo G permutabile alle sostituzioni di un gruppo 
lì, n volte transitivo, è almeno n - 1 volte transitivo. 

Sia S = (abc...) (de/’...) una sostituzione di G, e siano a,b,c...d,e,fle primo 
n lettere in essa contenute, il , essendo n volte transitivo , conterrà una sostitu- 
zione T che lascia immobili a, b, e... e, e scambia f con p. Inoltre G, per essere 
permutabile a tutte le sostituzioni di 11, dovrà contenere la trasformata di S per 
mezzo di T, ossia T~’ST = (aòc...) (dcp...); e quindi conterrà anche 

S-'T-'ST = (afte...)-* (de/’...)"' (<zf>c...) (dcp...). 

In questa sostituzione le operazioni indicate dai due cicli (afte...) - '), (afte...), come 
contrarie, si distruggono, quindi per operare la sostituzione S"' T _, ST sopra la 
permutazione 

abc...dcf...lp... 
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delle lettere di G basta operarvi l’altra (dc /’...) -1 (< lep...); ma eseguendo la sosti- 
tuì ione (de/ - ...) - ' ; si ha 

nòe ... Ide gp ... , 

e Tacendo in seguito l' operazione (dcp...), si ha 

abe ... lep ... kq ... ; 

dunque S - ' T -1 ST non sposta le n-2 lettere a, fi... e, c scambia f con p; per 
modo che dovrà contenere un ciclo in cui le lettere f e p sono contigue; quindi 
potrà essere rappresentata da 

V = tft>. ..)... 

Ora li, essendo n volte transitivo, conterrà una sostituzione V che scambia le n 
lettere a, fi, c ... e, f. p con n lettere qualunque a, J3, y ... c, 9 , ir; quindi G con- 
terrà la sostituzione V -1 UV che lascia immobili le n-2 lettere a, g, -y ... e e scam- 
bia 9 . con una lettera qualunque n; quindi G deve essere almeno una volta transitivo. 
Ora G, essendo transitivo, conterrà una sostituzione li, che scambia una lettera 
qualunque con a; ma il gruppo formato dalle sostituzioni di G che non spostano 
a, essendo transitivo, contiene una sostituzione lì, clic scambia una lettera qua- 
lunque, diversa da a, con g; quindi G conterrà la sostituzione R,R, che scambia 
due lettere qualunque coll’ altre a c Similmente il gruppo formato dalle sosti- 
tuzioni di G clic non spostano a c (3 è transitivo; quindi contiene una sostituzione 
lì, che scambia una lettera qualunque diversa da a c da (1 coll' altra 7 ; perciò G 
eonterrà la sostituzione II, R,R, che scambia tre lettore qualunque con a. (j, y ; e 
cosi seguitando a ragionare si perviene al risultato: clic G debba contenere una 
sostituzione R,R,...R M _, che scambia n-2 lettere qualunque coll'altre a, p, y ... S. 
ma il gruppo formato dalle sostituzioni di G che non spostano quest' ultima lettera 
è anche transitivo, quindi deve contenere una sostituzione R„_, che scambia una 
lettera qualunque, diversa dalle suindicate, con s; perciò G conterrà la sostituzione 
R,R, ... R,.,!!»., che scambia simultaneamente n — 1 lettere qualunque con zz — 1 
lettere determinate; dunque G è almeno n-l volte transitivo. 

Cotior.LAiuo. - II gruppo allumalo di k Intiere non può conlene re un altro 
gruppo al quale le me sostituzioni sono permutabili, se k > 4. 

Il gruppo alternato è k- t volto transitivo; quindi se contenesse un gruppo 
Il al quale le spc sostituzioni fossero permutabili, li sarebbe almeno k— 2 volte 
transitivo; ma esse, al più, è tante volte transitivo quante sono l' unità contenute 

nel minore dei due numeri — c il quale è minore di k -2, quando k > 4 ; 

dunque è impossibile clic il gruppo alternato contenga un altro gruppo al quale 
le sue sostituzioni sono permutabili. 

Se. fe = 4 , il gruppo formato dalle sostituzioni clic si deducono da (ab) (ed) sono 
permutabili a tulle le sostituzioni possibili; quindi con più ragione lo sono a quelle 
del gruppo alternato. 
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CAPO 5.° 

Gruppi tramativi in cui l'ordine agnnftlla il grado. 

33. Teorema l.° — In un gruppo transitivo G, «et quale f ordine uguaglia 
il grado, ad ogni ciclo di lina sua sostituzione corrisponde una divisione delle, 
lettere in sistemi tali, che per ogni sostituzione di G le lettere di un sistema si 
scambiano con quelle di un altro sistema. 

Poiché il gruppo G è transitivo , il suo ordine deve essere uguale al grado 
moltiplicato pel numero delle sostituzioni clic non spostano una data lettera (29), 
ma l'ordine ed il grado di G sono uguali, dunque G contiene una sola sostitu- 
ziune la quale non sposta una data lettera , la quale è 1 ; perciò ogni sostituzione 
di G sposta tutte le lettere. Di qui risulta che in G non vi possono essere due 
sostituzioni che scambiano una data lettera con un’altra data; poiché, moltipli- 
cando l'una per l'inversa dell'altra, si avrebbe una sostituzione, diversa dall'unità, 
la quale non sposterebbe una lettera, il che è impossibile. 

Or sia (a, a, , a t , ... a un ciclo di una sostituzione A di G. Poiché questo 
gruppo è transitivo, conterrà una sostituzione B clic ad a farà succedere un'altra 
lettera 6, non contenuta nel suddetto ciclo. Siano b,...b m _, le lettere che la 
medesima sostituzione farà succedere rispettivamente ad o, , a, ... a m _,. Quest' ul- 
time sono differenti dalle precedenti. Infatti supponiamo che sia o v = A* -1 * con- 

tiene il ciclo. 

[a, o, , a, ... <!_)*-* = <• ... a^, a, ...); 

quindi fa succedere a v ed o^, ossia b^ ed «,,, ma anche B fa succedere b^ ad 
dunque G conterrebbe due sostituzioni clic scambierebbero a K con 6„, il che è 
impossibile. Sin c un'altra lettera di G, diversa da quelle contenute nei sistemi 

a,a,, a, ... ; b, b t , b t ... b m _, . 

G conterrà una sostituzione C che ad a farà succedere c. Supponiamo che C scambi 
a,, a, ... a m _, rispettivamente con c,, c, ... c w _,. Quest’ ultime lettere saranno diverse 
da quelle contenute nei due sistemi precedenti; poiché, se fosse &,=c K , vi sareb- 
bero le due sostituzioni B ed A**~ V C che farebbero succedere e„ ad a v , il che è im- 
possibile. Seguitando a ragionare nello stesso modo si divideranno tutte le lettere 
di G in sistemi, ciascuno di m lettere. Or se S è una sostituzione di G che fa 
succedere c H a b,, essa scambierà 6 V , b #+ , ... b v _, rispettivamente con c^ , c ll+ ,...c (J ._ 1 . 
Invero B - ' fa succedere a b, b,, b t ... b m _, rispettivamente a, a,, a, ... ed a 
queste ultime lettere A 14 '” fa succedere rispettivamente l'altre a^. w , a tl -, + |...n (1 . v+m _i, 
le quali per C si scambiano rispettivamente con c^.,, c^.,,., ... c,^^.,; quindi 
B-i A* - * C scambia b», fe <tl ... ò v _, rispettivamente con c^, c^, ... c^.,. Ma G non 
può contenere due sostituzioni diverse che fanno succedere l' una all' altra due 
lettere date, dunque S c B^A 1 *** C, che scambiano 6 V con c^, debbono essere 
identiche, c quindi S scambierà fc v , ò >+ , . rispettivamente con c^, c^, ... c^. t . 
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ConoM-Aiuo — Se si forma una sostituzione, prendendo per suoi cicli i diversi 
sistemi di lettere della divisione originala da un ciclo di una sostituzione qua- 
lunque di G, per esempio 

o = (aa l ...a m .|) (bb, (cc,...c m _,)... , 

sarà a mutabile con tulle le sostituzioni di G. 

Infatti se S sostituisce n 1,, sostituirò c„ 4 , a ò <+ , , ma o scambia I» v con 
K+t< quindi cS scambierò ò v con c„ +1 . Similmente o sostituendo c^, a c^, So 
prima scambierò b v con ed indi e^ con c )1+ , , per modo che scambierà b v con 
c ih-i» ma 6, 6 una lettera qualunque, dunque sarò oS = So. 

31. Teorema 2.° — Il gruppo G' derivato da tutte le sostituzioni analoghe a e; 
1° è transitivo; 2° ciascuna delle sue sostituzioni sposta tutte le lettere; 3° con- 
tiene tulle le sostituzioni mutabili con quelle di G. 

1. ° G' è transitivo. Poiché, se I; è una lettera qualunque, G conterrà una so- 
stituzione clic a li farò succedere una data lettera a; perciò questa sostituzione 
conterrò un ciclo in cui queste lettere si succedono, ina questo ciclo fa parte di 
una sostituzione di G', dunque G' conterrà una sostituzione clic ad una lettera qua- 
lunque fa succedere una data lettera; quindi G' é transitivo. 

2. Ogni sostituzione di G’ sposta tutte le lettere. Sia e' una sostituzione di G' 
clic lascia immobile a, c fa succedere k a b, c sia S' una sostituzione di G clic 
scambia a con b. Operando sulla permutazione 

nòe.../;... 

la sostituzione o' S', si avrò ò/.S. 

ed operando sulla medesima permutazione la sostituzione S' c' , si avrò 



ina questi due risultati sono diversi , quindi o'S' sarebbe diversa da S'o'; perciò a" 
non sarebbe imitabile con S', il clic non è. 

3. " Il gruppo G' contiene tutte le sostituzioni mutabili roti quelle di (1. Sia 
P una sostituzione mutabile con quelle di G , e supponiamo clic faccia succedere 
ri, ad a; essa sarà identica all'altra 

e = («il, ••«„_,) (òò,. 

Infatti se Q è la sostituzione ili G clic contiene il ciclo (aiz,...), ed indichiamo con 
li la lettera clic P fa succedere ad ri,, PQ farò succedere a, ed «, c QP farò suc- 
cedere li ad a; quindi sarò /; = a,. Similmente si dimostrerebbe clic P fa succe- 
dere «, ad ri,, c cosi di seguito: per modo die P contiene il ciclo (a, a,, ri,...). 
Supponiamo clic P faccia succedere ara 6, c sin K la sostituzione di G che scambi 
le lettere n, con b, b t ... ; allora IIP farò succedere x ad a, c PR farò 

succedere b, ad a; quindi sarò x = b t . Similmente si dimostrerebbe clic P farà 
succedere b t a li,, c cosi di seguito; per modo clic P contiene il ciclo [bb,...]. 
Nello stesso modo si proverebbe clic P contiene gli altri cicli (c, c,, r,. quindi 
P è identica n e. 
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CAPO fi.* 

Gruppi non primitivi. 


35. Allorehè le lettere «li un gruppo transitivo si possono dividere in sistemi, 
formati dallo stesso numero ili lettere, e tali che per ciascuna sostituzione del gruppo 

10 lettere di cinscun sistema o si permutano tra loro, o si scambiano cyn quelle 
«li un altro sistema, il gruppo si dice non primitivo. 

Quando le lettere «li un gruppo non comportano la suddetta divisione, esso si 
dice primitivo. 

Teorema 1 ,° — Sia 0 un gruppo non primitivo le di cui lettere comportino due 
divisioni in sistemi tali, elio per ciascuna sostituzione di G le lettere di ciascun 
sistema siano rimpiazzale da quelle di un altro sistema. Indichiamo con S, S', S" ctc. 
i sistemi dati dalla t* divisione, e con T, T', T“ ctc. quelli dati dalla 2\ Si for- 
mino dei nitori sistemi S, , S', , S", etc., riunendo i sistemi T che hanno delle 
ledere comuni con tino slesso sistema S. Parimenti si formino degli altri sistemi 
T, , T', , T", ctc. , frazionando i sistemi S in parti tali, che ciascuna contenga le 
lettere comuni ad S od od un sistema T. I sistemi T, c gli allri S, formeranno 
altre due divisioni in sistemi tali, che per ogni sostituzione di G le lettere di 
un sistema si scambiano con quelle di un altro sistema. 

Sia a una lettera comune ad S ed T , c h una lettera comune ad S' ed a T'. 

11 gruppo G, essendo transitivo, conterrà una sostituzione elio scambierà a con li, 
quindi alle lettere di S sostituirà quella «li S', ed alle lettere di T quelle di T'; 
laonde scambierà le lettere comuni ad S ed a T con quelle comuni ad S' cd a T'. 

Siano o, a"... delle lettere comuni ad S cd a T , T', T" eie. c b, h', b"... 
delle lettere comuni ad S’ cd a T", T lv , T v ctc. La sostituzione clic pone b in luogo 
di a, porrà b, b', b" ctc. in luogo di a, a', a" ctc.; c quindi ai sistemi T, T, T'' ctc. 
Tara succedere gli altri T m , T 1V , T v ctc. 

Osservazione. — Se il sistema S contiene tutte le lettere di un sistema T, sarà 
S formato ila «lue o più sistemi T, poiché, se a è una lettera connine ad S ed a T, 
c b una lettera connine ad S ed a T', la sostituzione, che scambia a con b, «leve 
scambiare T con T', ma colla detta sostituziouc si scambiano tra loro le lettere 
di S; dunque T’ dovrà esser contenuto in S. 

Di qui risulta che, quando un sistema T è contenuto in un sistema S, le due 
nuove divisioni coincidono colle proposte. 

Se T ha una sola lettera di comune con S, i sistemi T, saranno formati da 
una sola lettera. 

JnRne se tutt’ i sistemi T hanno delle lettere comuni collo stesso sistema S , 
1 sistemi T, si ridurranno ad un solo che conterrà tutte le lettere. 

3G. Teorema 2.° — Sia G un gruppo non primitivo ed E l'insieme delle sue 
lettere. Tra le divisioni di queste lettere in sistemi tali clic per ciascuna s ostilu- 
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zion e iti 0 Ir. leltcre di un sistema si scambiano con quelle iti un altro sistema, 
sceijliamo quelle che l'ormano la serie 

IBI, IS,S'...|, IT,T'...], [U, U'...] [X,X'.. ) (I). 

rosi condizionala. 

1. ° Che non vi sia una divisione in sistemi lati clic uno di essi contenga 
lidie le ledere di S. 

2. ® Clic S contenga T, ma che non ri sia un' altra divisione in sistemi lati, 
che uno di essi sia contenuto in S e contenga T. 

3. ® Che T contenga U, ma che non ri sia un' altra divisione in sistemi lati, 
che uno di essi contenga U e sia contenuto in T. 

Così di seguilo sino all' ultima divisione (X, X’...] nella quale ciascun sistema 
è formato da una sola lettera. 

Se vi è una divisione [s, s'...J non compresa in (t), essa apparterrà aduna 
serie analoga alla (1). 

Poiché ciascun sistema X dcll'ullima divisione delia (I) è formato da una sola 
lettera, e questi sistemi X riproducono E c lutti gli altri sistemi delia (1), così s 
die si compone di una parte di E dovrà contenere un sistema della (1) cd essere 
contenuto in un altro della stessa serie. Supponiamo die contenga U c sia conte- 
nuto in S. Indichiamo con ( l' assieme dei .sistemi U comuni ad S cd ad s. Dico 
che la serie di divisioni 

[E], l*. *'•.•]. IM'...], IU, li'...] |X,X'| 

sia analoga alla (1). 

Invero f non può contenere due sistemi U appartenenti allo stesso sistema T, 
altrimenti con questi sistemi l! si potrebbe formare un'altra divisione in sistemi 
tali, die ciascuno conterrebbe un sistema II c sarebbe contenuto in un sistema T, 
il clic è impossibile. Inoltre t non può contenere tult’i sistemi IJ clic compongono 
T, altrimenti s conterrebbe T, il clic è contrario all' ipotesi. Quindi t dovrà con- 
tenere dei sistemi U che appartengono ai diversi sistemi T che compongono S. 

Ora dico clic t debba contenere un sistema II di ciascuno ilei sistemi T clic 
compongono S. Poiché se non li contenesse, si avrebbe un'altra divisione in sistemi 
tali, clic ciascuno sarebbe formato dalle T die hanno ini sistema II comune con /, 
e questo sistema conterrebbe T c sarebbe contenuto in S, il clic è impossibile. 

Infine tra le divisioni [t, (’...] ed (E, 1”...] non vi può essere una divisione in- 
termedia; poiché se vi fosse, un sistema di questa divisione dovrebbe contenere 
un numero di sistemi U minore ili quello clic contiene t, il clic si è dimostrato 
impossibile. 

11 sistema s è formato da più sistemi l. Due di questi non possono contenere 
le II delle T dello stesso sistema S, altrimenti vi sarebbe una divisione in sistemi 
tali, clic conterrebbero i sistemi U c sarebbero contenuti nei sistemi T, il clic è 
impossibile. Quindi i sistemi l che compongono s contengono le li di diversi sistemi S. 

Ora dico che s debba contenere tanti sistemi l quanti sistemi S sono in E, 
poiché, se fosse altrimenti, riunendo i sistemi S die hanno dei sistemi U comuni 
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con », si avrebbero dei sistemi clic conterrebbero S e sarebbero contenuti in E, 
il clic è impossibile. Per questa ragione tra s e l non vi può essere un sistema 
intermedio. 

Parimenti tra E ed s non vi ù sistema intermedio, poiciiè se vi tosse, questo 
dovrebbe contenere più sistemi U appartenenti allo stesso sistema T, e quindi essi 
formerebbero un sistema clic conterrebbe U e sarebbe contenuto in T , il clic è 
impossibile. 

Osservazione. — Supponiamo clic E contenga k lettere, che E contenga m si- 
stemi S, S n sistemi T, T p sistemi l T cte. Allora i numeri delle lettere di S, T, U eie. 

saranno rispettivamente — , — , — — eie. Ma l contiene n sistemi U v 8 m sisto- 
la mn mnp /. /. 

mi t, quindi i numeri delle lettere di s, (, U cte. saranno — , —, — — etc. 

1 p mp mnp 

37. Teorema 2.° — Siano 

(E], [S.S'...], [T,T'...]...(ti,U'...l...[X,X'...l 
(E), [s,s'...], [t, t’...]...[u,u’...]...[x, *'...) 


due serie di partizioni in sistemi che soddisfano alle condizioni indicato noli' 
nunciato del teorema precedente. 

Siano k. , r-^- etc. i numeri delle lettere ili E,S,T,U...X; v, eie. 

’ X Xg Agv 1 Ini’ limi 

quelli delle lettere di s, t, u...x; » fattori X, g, v etc. saranno, eccetto nell' ordine, 
identici agli altri 1, m, n, etc. 

Intatti pct teorema pccccdcnte possiamo formare una serie di partizioni in si- 
stemi, di cui facesse parte la divisione [s, a'...), cd i fattori fossero X, g, v, etc. 
Da questa serie si potrebbe passare ad un’altra clic contenesse [s, c (I, t'...] c 
clic avesse anche i fattori X, g, v, etc. c cosi di seguito. 

Corollario. — Da questo teorema risulta clic i gruppi non primitivi si pos- 
sano classificare secondo il numero e la grandezza dei fattori X, g, v, etc., i quali 
perciò possono chiamarsi fattori di non primitività. 1] numero di questi fattori, clic 
è costante, si chiama grado di non primitività. 

38. TEonF.UA 3 .° —Sia II un grappo transitivo, contenuto in (!, c permuta- 
bile a lidie le sostituzioni di (I. Siano le lettere di t» decomponibili in sistemi 
X, X' eie. (ali; 1° clic solo per ciascuna sostituzione di II ciascuno di questi si- 
stemi sia rimpiazzato da un altro: 2* che X contenga un sistema di una dette 
• divisioni 


[S,S'...j, |T,T'...|, [U, r...]...[X, X'...] 

jj. e. T, e sia contenuto in un altro S. Essendo £ le lettere di S e ^quelle dì T, 
le ledere di X saranno .— ni, dinotando con in un divisore di g. Se si detenni- 

/.g 


n ano i sistemi X, X' eie. in modo che in sia minimo, sarà g una potenza esalta di m. 

Sia li una sostituzione di 0 non contenuta in il, c siano S ed S' due sistemi 
di lettere clic si scambiano per effetto di questa sostituzione. Indichiamo col simbolo 

[T, , lj ..l,],,., 

pno qualunque dei sistemi X, X' cte. Allora, supponendo che ogni sistema S con* 
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tenga (i sistemi -, potremo rappresentare i sistemi S ed S’ coi simboli 
t(T„ (T t , T,...TJ 1 .,...{T 1 , 

I(T„ T....T.V, (T„ T,...TJ,. 1 ...(T„ T....T 

Per la sostituzione li i sistemi T di S debbono scambiarsi con quelli di S'. Sup- 
poniamo che le T del sistema (T,, T,...T„),.„ appartenente ad S, si scambiino colle 
T di S' comprese nel simbolo (T'„ per inodo clic potremo rappresen- 

tare S' coll'altro simbolo 

f(T’u T'r-T'J,., (T'„ T' r ..T'J ril l. 

1 complessi (T'„ formano dei nuovi sistemi che si scambiano gli uni 

cogli altri per le sostituzioni del gruppo li trasformato per mezzo di li, ossia dello 
stesso gruppo li. I)i qui segue: 1° che uno dei sistemi (T'„ T' r ..T'J r< , non possa 
confondersi con un altro (T„ perchè altrimenti lutt’i sistemi (T„T 1 ...T ll ) t . <) 

si confonderebbero con tutt’i sistemi (T' lt T' s ...T'J rj : e quindi per la sostituzione li 
i sistemi 1 si scambierebbero gli uni cogli altri, il clic non e: 2" clic due sistemi 
(T,, T,.. (T’,, TV..T.VC non possono avere di comune un numero ni' di T, 
minore di m; altrimenti con questi sistemi T si potrebbe formare un altra divi- 
sione delle lettere in sistemi che conterrebbero vi' sistemi T, il che è contrario 
alla nostra ipotesi, clic m sia minimo. Ma ogni sistema (T'„ T' t ...T'J r<1 deve esser 
formato da m sistemi T, dunque S' come ogni altro sistema analogo deve conte- 
nere m sistemi -, epperò conterrà almeno ni* sistemi 1\ 

Se S contiene più di m sistemi 1 , possiamo formare dei nuovi sistemi , riu- 
nendo quei sistemi - clic hanno un sistema T comune con uno degli altri 
Indichiamo col simbolo 

(A) l(Tn Tj...T„), (T„ T t ...TJ,. m l p 

uno di questi sistemi. Allora , supponendo clic S contenga v sistemi A , potremo 
rappresentare S ed S'"* coi simboli 

[UT,, T,...TJ I .,...(T 1 , T J ...TJ 1 .J I ...[(T„ T....TJ,., ...(T„ T,...TJ,.J V | 

[ l(T„ T l ...T B ).. I ...(T„ T 1 ...TJ,.J i ...[(T„ T,...TJ..,...(T„ T,...TJ,. b |,[. 

Sia g una sostituzione di 0 per la quale i sistemi A non si scantinino gli uni 
cogli altri. E supponiamo che per questa sostituzione le lettere di S si scantinino 
con (piche di S (,) . I sistemi T di S*"* si dovranno scambiare coi sistemi T di S : 
ma i sistemi T di S ( "' che si scambiano in corrispondenza coi sistemi T di S si 
dispongono in sistemi in modo diverso da quello indicato nel simbolo precedente, 
perciò ['indicheremo coll’altro 

T, ,..(T,", V-W J, ]. 

1 sistemi 

(B) B l(T,", T,"...T„") (T,", T,"...T 1B ") > . B 1 ( , 

come anche gli altri (T,”, si scambieranno gli uni cogli altri per le 

sostituzioni di 11 trasformate per mezzo di g, ossia per le sostituzioni di li. 
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Ora un sistema I! non può confondersi con mi sistema A, altrimenti tutt’i si- 
stemi A si confonderebbero con tuU’i sistemi B, e la sostituzione g scambierebbe 
tra loro i sistemi B, il elio none. Per la stessa ragione un sistema (T„ T 2 ...T m ),.,, 
non può confondersi con un sistema (T,". T 1 "...T - "I 

Un sistema B non può avere di comune con un sistema A in' < in sistemi T; 
poiché altrimenti questi sistemi T formerebbero una nuova divisione in sistemi , 
ciascuno composto di to' sistemi T, il clic ò contrario all'ipotesi che m sia minimo. 
Per la stessa ragione i sistemi [T„ (T,", T S "...T M ")„. ( , non possono avere 

to' < m sistemi T di comune. 

Finalmente 1! ed A non possono avere di comune le T clic formano to' sistemi 
(T,", T,''...T ll( ")j. f , essendo to' < ni. Poiché se ciò fosse, l’insieme di questi to' si- 
stemi formerebbe un nuovo sistema C, ed allora, appartenendo le T" di un sistema 
(T,", a diversi sistemi (T,, T„..,T m ',. j , e non contenendo A clic m sistemi 

(T„ T,...T„) t . ( , to’ sistemi T dovrebbero esser comuni a C ed ad un sistema 
(T„ T,...T M l t .j; quindi questi sistemi T formerebbero un altro sistema, il clic é 
contrario all'ipotesi clic in sia minimo. 

Adunque resta, o clic le T di un solo sistema (T,", T,’'...T W "),. ( , di B facciano 
parte di un sistema A, ovvero elio le T di un sistema (T,", T, 1 '.. apparten- 
gano ad m sistemi A. Tanto nell’ uno clic nell'altro caso S ( “' dovrà contenere al- 
meno in sistemi A, e quindi almeno m s sistemi T. 

Se S contenesse più di m 3 sistemi T, si dimostrerebbe similmente che ne do- 
vrebbe contenere almeno ih*, c così di seguito. 

CAPO 7." 

Gruppi composti 

39. Un gruppo diccsi composto quando contiene dei gruppi ai quali le sue 
sostituzioni sono permutabili, e diccsi semplice nel caso contrario. 

Se G è un gruppo composto, si potrà determinare una serie di gruppi 

G, 11, 11', ... 1, 1’ ... K ... 1, (I) 

dei quali l'ultimo sia 1, ed un altro qualunque p. e. Il’ sia il più generale di quei 
gruppi , contenuti nel precedente 11 , le cui sostituzioni siano permutabili al se- 
guente II". 

Infatti possiamo prima formare la serie dei gruppi 

G, II, I, K ... 1 (2) 

dei quali l'ultimo sia 1, ed un altro qualunque p. e. I sia il più generale di quei 
gruppi, coutcnuti nel precedente II, a cui le sostituzioni di G siano permutabili. 
Indi intercalare tra 11 ed I i gruppi II', 11"... cosi condizionati: clic II' sia il più 
generale di quelli contenuti in II e permutabili alle sostituzioni di li, H" sia il più 
generale di quelli contenuti in 11' e permutabili allo sue sostituzioni, e così di sc- 


Digitized by Google 


- )( 23 )( 

guito. Nello «lesso modo operando sopra ciascuna coppia di gruppi consecutivi della 

serie (1), si avrà l'altra (2). 

. . „ N N N N N 

Indicando con N, -v-, t- , = ; ; ;, . ; ;, ... 

X Xp. ajija X;aia...v a[a;a'...w 

gli ordini dei gruppi della serie (I), chiameremo fattori di composizione i numeri 
X, p, g'...v, v..., e grado di composizione di G il loro numero. 

40. Teorema l.° — Se esiste un'altra serie di gruppi 

G,T,V 1 (3) 

N N N 

diversa dalla (1), ma nello stesso modo condizionala , e sono —, j^, — . ... i ri- 
spedita loro ordini, saranno ì fattori I, in, n ctc., prescindendo dall'ordine, iden- 
tici agli altri X, p, p' ctc. 

Supponiamo clic nella (I) vi siano soltanto i termini da noi segnati. 

Le serie (1) c (3) debbono avere un gruppo comune, almeno T ultimo. Suppo- 
niamo che il 1° gruppo comune sia K. Dinotiamo con a T ordine di K , c con 
I, k„k t . le sue sostituzioni. Poiché il gruppo K è contenuto in i, il di cui 
ordine è avv', pel teorema di I.agrange, possiamo rappresentare le sue sostituzioni 
coi simboli 

1 ki l. a _i 

i | tjftj t|fej 


•m’-l t"w-i V-r*-n 

indicando con delle sostituzioni di I che non soddisfano alle condizioni 

4* = à»l ij = 

Per modo clic, rappresentando coi simboli i„, fc # 1* unità, possiamo indicare le so- 
stituzioni di I col simbolo intendendo che £ possa variare da zero a w’-l, 
cd a da zero ad a — 1. 

Similmente, indicando con dello sostituzioni di II' che non soddisfano allo 
condizioni 

h Y — i$k a , h y — li y'i i 

possiamo rappresentare le sostituzioni di II' col simbolo li'^ijkj, potendo variare 
da Oip'-I. Nello stesso modo, se ft, c g s sono delle sostituzioni di 11 c di G 
convenientemente scelte , possiamo Tapprcscntarc le sostituzioni di questi gruppi 
rispettivamente coi simboli li^lTy ipfc a , jsh^li'yipk^ , intendendo che f possa variare 
da 0 a jz — 1 , c 5 da 0 a X— 1. 

41. Il numero delle sostituzioni di T è Xpp'a. Infatti I c T sono contenuti in 
G , cd I non è contenuto in T ; perciò il gruppo L risultante dalla combinazione 
delle sostituzioni di I c di T sarà contenuto iò G c sara più generale di T , ma 
le sostituzioni di G, essendo permutabili ad I cd a T, lo sono anche ad L, quindi 
I. deve essere identico a G, altrimenti in G si conterrebbe uu gruppo L, più ge- 
nerale di T. a cui le sostituzioni di G sarebbero permutabili, il clic c impossibile. 

4 
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Ora se indichiamo con S„ S s , ... le sostituzioni di T, quelle di I. saranno della 
forma ijS„. Invero sia ifk a S l iylc x ,S t una di questo sostituzioni. Essa può mettersi 
sotto la forma fpfc 1 fpiip.~ l S,iyfc s .S l , per essere ipiy~' = 1. Ma n>, essendo una so- 
stituzione di G, sarà permutabile al gruppo T, e quindi sarà una sosti- 

tuzione di T, clic indicheremo coti S' t ; inoltre la sostituzione ifij-y, appartenendo 
ad I, può mettersi sotto la forma adunque sarà 

c siccome à t . . S', , *•„ , S, sono sostituzioni di T , possiamo porre 

/. a ,S',k I1 S 1 = S„ 

quindi sarà 

Ma le sostituzioni ij sono w', c I - altre tg,S p debbono essere quante quelle di G, 
cioè XjijiWu , dunque le sostituzioni di T debbono essere /.gg'o. 

42. Le sostituzioni di T fanno parte di G , perciò debbono essere della forma 
gfk'/t'yfpfcg. Due di queste sostituzioni, nelle q tulli 3, y,y' hanno gli s lessi valori, 
debbono avere per (3 valori diversi. Infatti sia 

«t = , S, = gihji'fipfa , , 

sarà Sr , S, = (q 5 ò 1 /i’ T .f f à x r , i76 / ' 1 àV''.9. k a.» 

ma (qj/Lj/iVipfcJ-' = ^i t kJ- , ^g i h ì h '^■)- , . 

quindi sarà S,-'S, = {i f àJ* , (3 5 /i T hV)" , Ì!/aMV) *>.*«■ = «T 1 *?.*». . 

ma = k % ~‘ if , 

dunque sarà S, -, S, = É. _, t 

Il 2° membro di quest'eguaglianza, essendo il prodotto di più sostituzioni di I, 
indica una sostituzione di questo gruppo , perciò S,~'S, appartiene ad I, ma S, -, S, 
fa anche parte di T, dunque f>,“* sarà una sostituzione comune ad I ed a T. 
Or se dinotiamo con V il gruppo formato dalle sostituzioni comuni ad I ed a T, 
K' dovrà contenere K. Inoltre le trasformate delle sostituzioni di K' per mezzo 
delle sostituzioni di G debbono essere comuni ad I ed a T , per essere le sosti- 
tuzioni di G permutabili a questi due gruppi, quindi queste trasformate apparter- 
ranno a K', e sarà G permutabile a K'. Di qui risulta clic, se K' non si confon- 
desse con E, vi sarebbe un gruppo più generale di K contenuto in I al quale G 
sarebbe permutabile, il clic è contrario alla legge di formazione della serie (1). 
Dunque le sostituzioni comuni ad I ed a T sono quelle che formano K, cppcrò sarà 

fcq — à a ’ip — k a , 

donde l'uguaglianza = = 

la quale non può aver luogo se 6 diverso da Jì,. 

43. Dal principio testò dimostrato risulta: che il simbolo </,- (là una 
sostituzione di T per ogni sistema di valori di y, 5, y', *• Infatti questi sistemi 
sono XpLgt’a, quante sono le sostituzioni di T . c ciascuno di essi non può dare che 
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una sola sostituzione di T, poiché, se ne desse più d'ima, queste dovrebbero dif- 
ferì re per l'indice il clic si è dimostrato impossibile, 
il. Or siano 

h'J su = (h'o)i fc'i if, = (/*',), * V f . = (k’«) — = Ih’j) 

le sostituzioni di T corrispondenti ni valori 3 = 0, 7 = 0 , a=0; 

*••*>.= (fc.)» /i|i>,=(hi) , /vy 1 =/t,...Jt I »y*=(fc I ) 
quelle eorrispondenti ai valori 3 = 0, 7' = 0, a = 0 ; 

».«>• = (0.) . ».»>■ = toi) . <7»V» = = fo») 

quelle eorrispondenti ai valori 7 = 0, 7' = 0, a = 0. 

Le sostituzioni della forma (y 6 ) (/i T ) (/i'_ .) fanno parte di T. Reciprocamente 
ogni sostituzione di T deve essere di questa forma , perchè essa dà ).pp'a sosti- 
tuzioni distinte. Infatti se si avesse 

rimettendo in luogo di {ji 4 J, (175,!, (/u,J, {I^.J ctc. i rispettivi valori, si avrebbe 
donde 3j.MM,-'=ffj 1 , 

indicando con M ed M, delle sostituzioni di II, derivate da sostituzioni h, h',i, k, 
appartenenti a questo gruppo. Ma la precedente uguaglianza non può aver luogo 
clic nel solo caso di 3 , = 8 0 . per essere le g 6 cosi determinate, clic la relazione 

Oc, = 0 *. X (sost. II) 

si verifica solo quando 3 , = 3 0 , (sost. II) = 1 , quindi sarà 

IV (*VJ*.. = (M ('■>.)*«• 

Similmente si dimostrerebbe che debba essere 7 0 = 7i, 7’ 0 = 7',, a, = a,. 

Parimente le sostituzioni di G, lì, II* sono rispettivamente rappresentate dai 
simboli 

»>(ss) V (**)*«, VWIV W)V . 

Poiché ciascuno di questi simboli dà, per tutt* i sistemi ili valori clic possono as- 
sumere gl’ indici, delle sostituzioni del gruppo "corrispondente, le quali si dimostre- 
rebbero diverse con un ragionamento analogo al precedente; inoltre questi sistemi 
di valori sono tanti quante sono le sostituzioni del gruppo corrispondente. 

Siccome le sostituzioni prima dinotate da g s , li,, h' y sono sparite dal calcolo, 
possiamo togliere lo parentesi che distinguevano lo sostituzioni rappresentate da 

(9*)> (V (&V)- 

45 . Cade qui in acconcio il dimostrare : che Ira una sostituzione S = i^k 2 dì 
I ed uh altra T = g i h^i' y k % di T esiste la reiasione ST = TS k 2 .. 

Infatti la sostituzione S"'T"’ST si può considerare come il prodotto delle due 
sostituzioni S _, T“*S e T. Ora S, essendo contenuta in I, apparterrà a G, e quindi 
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sarà permutabile a T , ma T"' è una sostituzione di T , dunque S -, T -, S apparterrà 
anche a T, ma T è sostituzione di T, dunque S -I T -, ST sarà contenuta in T. Inoltre 
possiamo riguardare S -, T~*ST come il prodotto di S - ' per T"*ST. Ora T appartiene 
a T, e (póndi a ti , perciò T è permutabile ad 1 , ma S è una sostituzione di I , 
dunque T~'ST spparticnc ad 1, ma anche S - ' appartiene ad I, dunque S _, T"*ST 
6 una sostituzione di I , ma le sostituzioni comuni ad 1 ed a T sono quelle che 
formano K , dunque sarà 

S-'T-'ST = A,, , donde ST = TSA al . 

46. Mediante questa relazione possiamo facilmente dimostrare: clic nella serie 
0, li, II', I, T...K...1 non vi possa essere alcun yruppo l ’ intermedio ad l ed a K. 
Infatti, se vi fosse, esso sarebbe permutabile alle sostituzioni di I, per ipotesi. Inoltre 
sarebbe anche permutabile alle sostituzioni della forma f/jùji'. ; invero le sostitu- 
zioni dì I’ sono della forma iJi a , e la trasformata T, di i,l< x per mezzo di g^h'y 
può mettersi sotto la forma 

T, = if *« (tj A-J-* (srsMVr* «>k«ffaV‘V > 

ma, essendo ipk a una sostituzione di I c una sostituzione di T, sarà (44) 

f' = * 

dunque T, si può mettere sotto la forma 

T, = ifk x (tjAJ - ' (ffshfbVr 1 (ff*tyt' r ) ty'A. • 
ma ' teeMV)-* (srj\h>) = ’> (W W = 1 » 

quindi sarà T, = fpà a Aj, ; 

perciò T, apparterrà al gruppo I', il quale contiene iy. a e tutte le sostituzioni di 
K, ma, combinando le sostituzioni della forma gj/tji'y con l' altre t« c A a , appar- 
tenenti ad I, si ottengono tutte le sostituzioni di ti, che sono della forma 
adunque le sostituzioni di ti sarebbero permutabili ad T: e quindi 1 conterrebbe 
un gruppo più generale di li, al quale le sostituzioni di ti sarebbero permutabili, 
il che è contrario alla legge di formazione della serie ('2). 

Or poiché v dinota il rapporto dell' ordine di I a quello del seguente I’, c w' 
il rapporto dell'ordine di 1 a quello di K: essendosi dimostrato che K sia il gruppo 
che immediatamente segue I, W si riduce a v; 

47. Dai principii testé stabiliti possiamo dedurre la dimostrazione del teorema 
enunciato. 

Le sostituzioni h\k x sono comuni ad II' ed a T, quindi formano un gruppo. 
Similmente l’ altre h^h\l; x sono comuni ad 11 ed a T, quindi formano un gruppo. 
Dinotiamo con 

G, T, J, J', K 1 (I) 

1 gruppi formati rispettivamente dalle sostituzioni delle forme 

Si V'A » tyt'i*., à’ r A a , A»... 
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(ili ordini di questi gruppi sono rispettivamente 

N N N _N N_ 

' ' ■j ’ vX’ vX;i’ vX;,[i’’ 

per modo che i fattori di composizione di 0, dati dalla scric (3), sono identici, ec- 
cetto nell' ordine, a quelli dati dalla (1). Ora dico che la (3) 6 formata colle mede- 
sime leggi con cui è formata la (1). 

t .° Uno qualunque dei gruppi della (3), per esempio J' è permutabile alle so- 
stituzioni del precedente J. Infatti le sostituzioni di J risultano da quelle di ì' e 
dall' altre h v Ora J' è permutabile alle sue sostituzioni. L’ altre /t,, facendo parto 
di li, sono permutabili ad 11', ma le sostituzioni di 11' sono della forma ùh'yk t , 
dunque, per tutt’ ì valori di g, f', a, sari» 

= ifJt'fJia, 

ovvero = i^h' r Jc xl , 

ma si ha la relazione (44) ijfi T = bfyk ^ , 

dunque sarà i^kjù^'h'ykji^ = , («) 

donde i fl = i^kj^-'h'ykjufi^ ."'hV," 1 ; 

ma, essendo /i„, h y ~\ h'y, k t , h v ft,, -1 , /* V, - ' sostituzioni di J , il loro prodotto for- 
merà una sostituzione del medesimo gruppo, e si potrà porre sotto la forma 
KJi'yJi u ‘, quindi la precedente uguaglianza si trasforma nell'altra 

ri, = if/tjjl'nfjtf, . 

la quale non può aver luogo, che nel caso di g, = 3 e di hJi'yJt u = 1 . Adunque 
la (a) si riduce all'altra k^h^'h'ykji^ = , 

donde h^'h'ykji^ — k'yj'\,kx,~ > - 

11 2* membro di quest'uguaglianza dinota una sostituzione di J’, perchè h\■„k Il ,k ^ ~ , 
sostituzioni di questo gruppo, cd il 1° membro dinota la trasformata di lina so- 
stituzione della forma h\l: z per mezzo di li,, dunque questa trasformata appartiene 
ad J', ma le sostituzioni di questo gruppo sono tutte della forma h'yà a , dunque 
/i, è permutabile ad 1', c quindi J’ è permutabile alle sostituzioni di J. 

2.® A'on esiste alcun gruppo più generale di J', contenuto in J e permutabile 
alle, sue sostituzioni. 

Supponiamo che esista un tale gruppo J", cd indichiamo con S,, S, ... S„ le 
sue sostituzioni. Formiamo un gruppo n colle sostituzioni c coll' altre S a . Questo 
gruppo sarà più generale di II'. Infatti le sostituzioni di 11', sono della forma ifh'yk^; 
ma una sostituzione S, di ri, che non fa parte di J' è della forma lu,li’.k v dunque 
non appartiene ad II', ma n contiene tutte le sostituzioni della forma ùh’yk v 
dunque ri 6 più generale di II'. 

Inoltre n è contenuto in II, ma non si confonde con esso. Infatti, essendo le 
sostituzioni di II della forma ifh^li'yk^, li contiene le sostituzioni t'p c l altrc b^h'^k t , 
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ma di quest' ultime fanno parte le S„, quindi II contiene le sostituzioni clic risul- 
tano combinando le fj con le S„, ossia contiene n. Ma se hji'^k a è una sostitu- 
zione di J, non contenuta in J', essa fa parte di il c non di n. Infatti questa so- 
stituzione non è della forma S„, c non può risultare dalla combinazione delle ij 
colle S„: poiché se fosse 

hji = t pSgip » 

essendo (44) S,fy. = yS,/;,,. , 

sarebbe tfS.tyS.- = SJ^-S.. , 

ma fpij. 6 una sostituzione di J, quindi si può porre sotto la forma if,k a „ epperò 
sarebbe 

ma, essendo fc ai , S,, fc a -, S„. sostituzioni di J, si può porre 


^»|b*h a -S a - — ^,1* - .^31 ' 

quindi sarebbe = ip,Z(- r ,b' 1 - 1 f> 11 , 

donde l’uguaglianza hJi'Jc a = i^i-,h'^Ji a , 

la quale è impossibile. 

InGnc n è permutabile a tutte le sostituzioni di 0. Infatti sia nT una sostituzione 
di II, essendo T una sostituzione di J, sia inoltre i^S, una sostituzione di n. Per es- 
sere S„ c T' 1 sostituzioni di T ed ij, fyr’ipij, sostituzioni di I, si hanno le relazioni 

S*ij = iyS H k a , = V'W*». ! 

quindi la trasformata (»p,T) — ’fgS M *^,T di nS„ si può porre sotto la forma 

Allora si vede clic essa appartiene a ri; infatti n contiene tj,' 1 , i*, iY , inoltre 
contiene T - ' S„T che è la trasformata di S„ per mezzo di T, permutabile ad J"; 
Infine contiene T"'/; a ,T e T*'/, jT che sono le trasformate di k a , c k a per mezzo di 
T, permutabile a K. 

Adunque se esistesse un gruppo J" più generale di J’, contenuto in J e per- 
mutabile alle sue sostituzioni ; vi sarebbe un gruppo n più generale di II', conte- 
nuto in II, al quale le sostituzioni di lì sarebbero permutabili , il che è contrario 
alla legge di formazione delia serie (3). 

48. Ora essendo formate le serie 

G, T, J, J', K 1 (4) 

G, T, T' 1 fp) 


e la (I) colle medesime leggi, saranno altresì in queste condizioni le serie 

T, J, J', K 1 

T, T' 1. 

N N 

Ma, essendo l'ordino di T rappresentato tanto da y quanto da — , sarà l.= v ; 
quindi, se i fattori di composizione in, n ... di T, dati dalla 2* di queste serie, sono 
identici, eccetto nell’ordine, ai fattori /.. |z, g'... di T, dati dalla 1”; saranno anche 
i fattori t,m,n... di G, dati dalla (5], identici ai fattori di G dati dalla (4), e quindi 
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identici a quelli Sali dalla (I). Similmente si dimostrerebbe clic se i fatturi di T' 
sono sempre gli stessi, lo saranno anche quelli di T; e cosi di seguito. Ma questo 
si verifica pel penultimo gruppo delle ( \) ; perché esso è semplice : adunque pos- 
siamo conchiudcrc che i fattori di composizione di G siano sempre gli stessi, qua- 
lunque sia il modo con cui si è scomposto questo gruppo in altri gruppi parziali, 
formanti delle serie analoghe alla (1). 

Questo teorema mostra che i gruppi composti si possono classificare secondo 
il numero ed il valore dei fattori di composizione. 

49, Teoiiema 2.° — Sia G, li, ... I, K ... 1 una serie di gruppi, ciascuno 'dei 
quali sia il piu generale di quelli, contenuti nel precedente, e permutabili alle 
sostituzioni di G. Sia II «il gruppo qualunque di questa serie, I e K due altri 
gruppi successivi qualunque. Supponiamo clic si possa determinare un gruppo I, 
il quale conlenga K, sia contenuto in I e sin permutabile alte sostituzioni di II: 
inoltre supponiamo che, se si possono determinare più di questi gruppi L, si scelga 
quello il cui ordine sia minimo. Allora se n, imi, gii sono gli ordini di K, L, I, 
sarà p, una potenza di in. 

Se indichiamo con 1, fc,, k t . .. fc„_, le sostituzioni di K, quelle di L possono 
essere rappresentate dal sìmbolo in cui a varia da 0 ad m — I, e g da 0 ad 
» — 1 , ed I, è una sostituzione di L clic non soddisfa a nessuna delle due con- 
dizioni /„ — kp , 

Poiché L è permutabile alle sole sostituzioni di II, vi dovranno essere in G 
delle sostituzioni non permutabili ad I. ; sia g una di queste, ed f', la trasformata 
di I, per mezzo di g. Allora la trasformata di IJt^ per mezzo di g può essere rap- 
presentata da r a Ajj , perchè le sostituzioni di G sono permutabili a K. Ora essendo 
le sostituzióni di 11 permutabili ad L, saranno quelle del gruppo gli -1 # permuta- 
bili al gruppo L', formato dalle sostituzioni l\ky, ma g\l~'g è lo stesso li, dunque 
le sostituzioni di il sono permutabili ad L', ma le sostituzioni di 11 sono permu- 
tabili ad L, dunque queste medesime sostituzioni sono permutabili al gruppo A 
formato dalle sostituzioni comuni ad L' ed L. Ora queste sostituzioni sono appunto 
quelle elio formano K; poiché, se ve ne fossero anello dell' altre, A conterrebbe K, 
sarebbe contenuto in I, sarebbe permutabile alle sostituzioni di li, ed avrebbe un 
ordine minore di quello di L, il che è contrario all'ipotesi. 

Ora le sostituzioni l x appartengono ad li, ma g è permutabile ad II, dunque 
le l' a fanno parte di II, o perciò sono permutabili ad L. Di qui risulta che si pos- 
sano mettere sotto la forma l' a Vp le sostituzioni del gruppo A’, formato dalle de- 
rivate da i'„ e dall'altro l x k, (16). 

Duo sostituzioni della forma l’ a l % kp non possono essere uguali. Infatti suppo- 
niamo clic si avesse 

Allora sarebbe , 

ma il 2° membro di quest'uguaglianza, essendo formato da sostituzioni che appar- 
tengono ad L, può porsi sotto la forma quindi sarebbe 
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|>crciò l\-, appartenendo tanto ad L' quanto ad L, farebbe pSrtc di K, Inondo 

sarebbe 

donde 

c quindi ~ ffl'a’.tT 1 •J7 fc adr 1 ' 

ma yl'alT^l*, fli.'.jT' = *»’.» =*«»• 

quindi sarebbe U' = l a, k ai > 

il che è vero nel solo caso che a' - a', , ed allora sarebbe 

l j:> ■— , 

e quindi a = a,, p = 

Ma, variando a' e a da 0 ad m — 1, 0 ? da 0 ad n - 1 , sono mVt i sistemi di va- 
lori clic danno gl'indici della espressione l' a 4 t fc. , dunque, essendo contenute in I 
le sostituzioni F % 4 t kp, se I si confonde con A’, 1 conterrà m'-n sostituzioni. 

Se 1 contiene anche dell" altre sostituzioni, una di queste, t, può essere la tra- 
sformata di un altra sostituzione di 1 per mezzo "di una sostituzione, </, di G; al- 
lora, non contenendosi i in A', </' nnn sarà permutabile a A'. 

Indichiamo con X a , X' t . le trasformate di l a e di l' a . per mezzo di </', e con A" 
il gruppo g'A'f/' - ' , il quale sarà permutabile alle sostituzioni di g'Il/" 1 , ossia alle 
sostituzioni di H. Ora, essendo II permutabile a A' ed a A", lo sarà anche al gruppo 
fonnato dalle sostituzioni comuni a A' ed a A". Ma A" è distinto da A', perciò non 
può contenere tutte le sostituzioni ‘di L ed L', che insieme combinate danno A'. 
Supponiamo che A” contenga una parte delle sostituzioni di L. Queste non possono 
essere che quelle che compongono K, altrimenti si potrebbe formare un gruppo 
clic conterrebbe K, sarebbe contenuto in I, sarebbe permutabile alle sostituzioni 
di 11, ed avrebbe un ordine minore di quello di 1. , il che è contrario all'ipotesi. 
Di qui risulta che f„ sia d bitinta da X,. , da X',., e da /.j. 

Ora le sostituzioni l c ,X l >X' 4 .,tj sono tutte contenuto in I, sono tra loro distinte, 
e sono m x n di mimerò, dunque 1 deve contenere m l n sostituzioni. 

Similmente si dimostrerebbe che, se I contenesse più di m*n sostituzioni, ue 
dovrebbe contenere almeno »»’»►, e cosi di seguito. 

CAPO 8." 

Legame delle funzioni coi gruppi. 

50. Se ... a m _, sono le sostituzioni di un gruppo U', contenuto in un 

altro G, le sostituzioni di quest'ultimo possono essere rappresentate da 

1 «i ®i ®*-i 

? «t? 

y «lì «if 

essendo y eie. delle sostituzioni di tì tali, che ciascuna sia diversa dalle sostitu- 
zioni contenute nelle linee orizzontali di (1) che precedono quella di cui essa fa parte. 



Digitized by Google 


Il 33 ){ 


Ora, su ili» funzione F delie lettere di G non cambia vulurc per ciascuna delle 
sostituzioni di U', essa assumerà lo stesso valore per tutte le sostituzioni conte- 
mi le in una medesima linea orizzontale del quadro (1 ). 

Invero le sostituzioni di una di queste linee, per esempio della 2*, sono i pro- 
dotti delle sostituzioni della 1 J per £ ; c siccome per le sostituzioni della 1* linea 
F non si altera; cosi i risultati delle sostituzioni della 2.* linea fatte in F sono 
identici a quello clic si ottiene per la sostituzione 'f. 

Hi qui segue clic, se m è l'ordine di G' cd » quello di G, sia ~ il numero 
dei valori distinti clic F prende per le sostituzioni di G. 

51. V insieme di tulle le sostituzioni I, in, n... per le quali una funzione F 
non cambia valore deve formare un gruppo. Infatti una sostituzione clic risulta 
dal prodotto di due o più delle altre l, in, »... non fa cambiare valore ad F, quindi 
deve appartenere al precedente complesso. 

Il gruppo formato dalle sostituzioni, per cui una funzione non cambia valore, 
diccsi gruppo della funzione. 

52. .-Iti ogni gruppo G corrisponde uno funzione. Infatti prendiamo la fun- 
zione 9 = « + 26 + 3c + ... la quale cambia di valore per ogni sostituzione, ed 
indichiamo con 9i,9,,9,..- i valori che o prende rispettivamente per le sostitu- 
zioni a, g, f... di G. La funzione 9,9,9,... non cambierà per alcuna sostituzione 
di G, e cambierà per ogni altra clic nè estranea - poiché, dinotando con 0 una 
sostituzione qualunque di G, il risultato clic si ottiene facendo la sostituzione 0 in 
9, 9, 9,... 6 identico a quello che si ha , eseguendo in corrispondenza le sostitu- 
zioni 03, go.fo... nei fattori dell’altra 999..., ma quest’ ultime sostituzioni sono 
identiche ad a, J3, •; ... prese con ordine diverso, quindi l’esecuzione di a in 9, 9,9,... 
non fa altro clic scambiare i fattori, perciò la funzione 9,9,9, ... non cambierà; 
ma se 0' è una sostituzione, non contenuta in G, l’altrc oo', £0', yo'... nemmeno 
vi saranno contenute, quindi per ciascuna di esse 9 deve prendere un valore di- 
verso da 9,, 9,, 9, ete., che perciò per o cambierà valore la funzione 9,9, 

53. Teorema J.®— Set gruppi di più funzioni ?,$... hanno le stesse sostitu- 
zioni 1, o, , o,... di comune con un gruppo qualunque G, una qualunque di esse 
sarà esprimibile in funzione razionale di un altra delle rimanenti e di funzioni 
invariabili per le sostituzioni di G. 

Supponiamo clic lo sostituzioni di G siano quelle indicate nel quadro (1), cd 
indichiamo con 9^, <|>|j i risultati che si ottengono facendo la sostituzione in 9 c <J>. 

La funzione $,9," + ^9?” + V “ + = «'** (2) 

è invariabile per le sostituzioni di G. Infatti, per una sostituzione a di G, questa 
funzione prende la forma 

*A" + W*+ + (3’. 

Ora le sostituzioni o.£o, - 'o... appartengono a G, perciò sono della forma A£, Af, Adele, 
essendo A una delle sostituzioni 1 , <*, , a, ... <x w _, , ma due di esse, per esempio 

5 
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ya c Ja noli possono essere della medesima forma A 3 : poiché, se fosse 

ps = a,3, = a,?, 

sarebbe So*' = a -1 ? - o, _, y, 

donde y = , 

il clic è impossibile, tfuindi le sostituzioni a, £o, yo. 3 o... appartengono a lineo 
diverse del quadro (1); ma per tutte le sostituzioni di una linea orizzontale di questo 
quadro tj/j” prende lo stesso valore ehe assume per la I* sostituzione della stessa 
linea, quindi i termini delle ( 3 ), presi eoli ordine diverso, sono identici a quelli 
della ( 2 ). Supponiamo die le lince orizzontati di ( 1 ) siano ;i, c facciamo nella ( 2 ) 
successivamente m uguale a 0, I, 2, ...ji- 1, si avrà 




-t $ 7 + .. 

... =!'•' 



4 9 , + •• 




+ +T*»' +.. 

... = f' 1 » 

4'. ?,"• 


«4 ^9/-'+" 



Le radici dcU'cquaziuuc 

K(a-) = (a- - ?,) (x - f f ) ;./• - ?T ' ... = I) 

sono 5«, quindi i suoi cocllieicnti sono funzioni simmetriche di 9,. 9^, 5. eie. 
c perciò invariabili per le sostituzioni di U. L'altra equazione 

f(xì - = .ri 1 -' + X„_ , x— ' + + X. = 0 

' s — 9, * . 

Ita per radici ctc. , ed i suoi cocllieicnti sono funzioni razionali di 9, r, dei 

coefficienti diF(x). tira addizioniamo le ( 4 ) dopo averlo moltiplicate rispettivamente 
per X, , X, ctc., allora i termini clic contengono i}ii, t|i. eie. spariscono, c resta 

(X. + X, + ¥,**-') = X 0 l<*> 4- X, l") + ... + (*-•>, 

donde si ricava per <ì, il valore 

, x n r> + x 1 i") + ... + t< |1 -'' x 0 t , »' + x 1 t (, ' + ... + 
v ' /■(?.) T r;?,) 

il quale è Unito, porcile K ( jr) — 0 ha una sola radice uguale a 9,. 

5 t. I na funzione di k Icltcrc dicesi alternala quando il gruppo corrispondente 
è il gruppo alternalo di queste lettere, c diresi simmetrica quando il gruppo cor- 
rispondente è quello che contiene tutte le sostituzioni clic si possono formare colle 
k lettere. 

55 . Teorema 2 ." — Se una funzione F di k federe a, b, c, ... I, iti ... è Iran- 
sii iva c simmetrica 0 alternala per rispetto a k’ lettere a,‘b, c ..., essendo k’ > ~ , 
sarà simmetrica 0 alternata per rispetto a tutte le lettere. 
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Il gruppo fì di F, essendo transitivo, dovrà contenere una sostituzione S die 
scambia a con I: supponiamo che la stessa scambiasse ò, c ... con x, y ... Poiché 
le lettere a, b, c... sono f c F> - , le lettere I, .t , y non possono essere tutte con- 
tenute nella serie I, m... ; supponiamo clic y non faccia parte di questa scrii’, c 
che x sia uguale a c. Poiché F è simmetrica o alternata per rispetto alle lettere 
«, 6, c ..., (ì deve contenere tutte le sostituzioni ternarie che si possono formare 
con queste lettere, perciò conterrà la sostituzione T = (nòe) e quindi , l’altra 
li = S~’TS = (|cg). Inoltre, se a e ? sono due lettere qualunque della serie n, b, 

0 conterrà le sostituzioni V = (a?c), V* = (ac®) , c quindi l’ altre \V-V -, I!V -(!«;/), 
W = V’L’V 1 - (l?g). Ora combinando le tre sostituzioni U, W, W' si ha 

li W - ilei/) (lag) = (le) (Ig) (Ig) (la) = (le) (la) = (Ica) 

IfW' - leg) (l?g) = ile) (Ig) (ig) (I?) = (le) il?) = (le?) 

\WV -- lag) (I?g) = (la) (ig) (ig) (I?) = (te) (I?) = (te?' , 

ma (Ica 1 , (le?) , (te?) sono le tre sostituzioni circolari di 3® ordine clic si possono 

formare con l, a, ?, ed a e ? sono due lettere qualunque della serie a, b, c, ... ; 
dunque G contiene tutte le sostituzioni ternarie che si possono formare colle let- 
tere o, 6, c, ... I, le quali costituiscono il gruppo alternato di queste lettere. Ma 
nel caso che F é simmetrica por rispetto ad a, b, c ... (ì deve contenere tutte le 
sostituzioni di queste lettere equivalenti ad mi numero impari di trasposizioni, c 
perciò (22. (Io. 2*) G deve esser formato da tutte le sostituzioni che si possono 
ottenere eolie lettere n. li. r ... I; adunque, se F é simmetrica o alternata per ri- 
spetto ad n. 6, c .... lo sarà anche per rispetto ad a, b, c ... I. 

Se y fa anche parte biella serie a, b, c ... , G conterrà le sostituzioni Y = (rga), 
T'-(eg?), quindi l'altro V'UY = (Iga), Y'-'UV' = (Ig?), ma combinando queste due 
ullimc sostituzioni con U si hanno le tre sostituzioni circolari di 3° ordino (Ica), 
(le?), (la?), quindi resta ferma la deduzione innanzi falla. < 

Ora essendo F simmetrica o alternala per rispetto al o, b, C...I, lo sarà per 
rispetto ad a, b, c ... I, m, c così di seguito. 

CAPO 9.® 

Isomorfismo. 

5G. Un gruppo II sì dice isomorfa ad un altro G, quando si verificano le due 
segucnli condizioni: 1® che ciascuna sostituzione di G corrisponde ad una sola so- 
stituzione di li, c ciascuna sostituzione di 11 corrisponde ad una o piò sostituzioni 
di G: 2° clic il prodotto di due sostituzioni qualunque di G corrisponde .al pro- 
dotto delle sostituzioni corrispondenti di II. 1/isomorfismo diccsi merieilrico, quando 
piò sostituzioni di G corrispondono ad una sola sostituzione di II , cd olocdrico 
nel caso contrario. 
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57 . Teorema 1.° — Se. un gruppo li è isomorfo mi un nitro ( 1 , ini a una so- 
stituzione di li corrispondono in sostituzioni di G, sarà l'ordine di G m volte 
maggiore di quello di 11. 

Siano g„ g t , g 3 ... g m le m sostituzioni di 0 corrispondenti alla sostituzione 7 
di fi, inoltre sia g' un altra sostituzione di G c 7' la corrispondente in II. Poiché 
alla sostituzione t di G corrisponde la sostituzione 1 in II; alla sostituzione g,g,~' 
dovrà corrispondere l'altra 77' _l , ma <y, corrisponde a 7, quindi g,~' corrisponderà 
a f' 1 . Di qui risulta che le sostituzioni g', gpgf'g', gj l,~'g’, ... 0 m 0 i~'(l' di 0 cor- 
risponderanno alla sostituzione ossia 7', di II, quindi ad ogni sostituzione 

di II corrisponderanno m sostituzioni di G. 

58 . Teorema 2 .® — Le sostituzioni di G corrispondenti alla sostituzione i di II 
formano un gruppo II', permutabile alle sostituzioni di G. 

Siano 1 , Zi,, /■„ ... , le sostituzioni di II'. Il prodotto di due 0 più di queste 

sostituzioni deve corrispondere alla sostituzione t di II , perciò formerà parte di 
II’, e quindi 11' sarà un gruppo. 

Or sia g una sostituzione di G, non compresa in li’, c V la corrispondente 
in II: la sostituzione gli „g~' corrisponderà a 7'7 _l , ossia ad I, quindi gh n g~' for- 
merà parte di li', cppcrò II' sarà permutabile alle sostituzioni di G. 

Corollario. — Poiché i gruppi composti sono quelli che contengono altri gruppi 
permutabili alle loro sostituzioni, solo i gruppi composti possono avere dei gruppi 
isomorfi con mcriedria. 

59 . Teorema 3 ." — 1 gruppi intransitivi isomorfi ad un dato gruppo G si 
scindono in altri gruppi transitivi isomorfi « (1, ed i gruppi transitili isomorfi 
a G si compongono in altri gruppi intransitivi isomim'i a G. 

Sia G' un gruppo intransitivo isomorfo a G. Inoltre siano a, ... a m le let- 
tere che le sostituzioni di G scambiano con a: b„ b t . ... h„ quelle che le medesime 
sostituzioni scambiano con b, c cosi di seguito. Allora le sostituzioni di G debbono 
essere della forma All..., A'U’..., A"U"..., essendo A, A', A''... delle sostituzioni che 
permutano tra loro le a; B, B', ir... delle sostituzioni che permutano tra loro le 
b, c così di seguito. Ora i complessi di sostituzioni A, A'...; B, B’...;... sono dei 
gruppi transitivi isomorfi a G. Infatti le A, le B etc., permutando lettere diverse, 
sono tra loro mutabili, quindi il prodotto delle due sostituzioni AB..., A’B'... si 
può porre sotto la forma AA'...BB'..., ma questa sostituzione, facondo parte di G, 
può mettersi sotto la forma A.U...., quindi sarà A„ = A.V..., B S = BB’..., etc., ma 
A„ B„ etc. fanno rispettivamente parte dei complessi A, A'...; B, B'. dunque 
ciascuno di questi complessi contiene il prodotto di due 0 più sostituzioni clic gli 
appartengono, epperò é un gruppo. Inoltre è transitivo, perché per le sue sosti- 
tuzioni una delle sue lettere si può scambiare con ciascuna delle rimanenti. Ma a 
ciascuna sostituzione di G' corrisponde una sostituzione in ciascuno dei gruppi 
(A, A'...), (B, B'...), etc., ed al prodotto di due sostituzioni di G' corrisponde il pro- 
dotto delle sostituzioni corrispondenti in ciascuno dei procedenti gruppi , dunque 
sarà ciascuno di essi Isomorfo a G’, c quindi a fi. 
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Siano (A, A’...), (B. IV...) c.tc. dei gruppi transitivi isomorfi a 0, e permutino 
rispettivamente le lettere o, «„ ti,...; I>. fi,, h t ...• eie. fi ridarò elio i prodotti 
AB...; A'IV... : ctc. i di coi fattori sono le sostituzioni dei gruppi proposti, cor- 
rispondenti ad una medesima sostituzione di G, formino un gruppo II” intransitivo 
ed isomorfo a G . poiché ogni sostituzione di 11" corrisponde ad una sostituzione 
di ciascuno dei groppi proposti, ed al prodotto di due sostituzioni di li" corrispondo 
il prodotto delle due corrispondenti io ciascuno dei gruppi proposti. 

Conoi-LAnio. — Pi qui risulta, che la ricerca dei gruppi isoformi ad un gruppo 
dato G si riduca a quella dei gruppi transitivi isomorfi a G. 

GO. Teorema 4.“ — Ad ogni gruppo e ontenulo in un nitro G corrisponde un 
gruppo transitivo isomorfo a G. 

Se I, li,, li, ... h m _, sono le sostituzioni di un gruppo II, contenuto in G, ed 
o, p, y ctc. delle sostituzioni di G convenientemente scelte, tutte le sostituzioni ili 
G saranno contentile nel quadro 

1 

a /t,a li s a h m _,* 

? Ih} 

Or se F 6 ima funzione delle lettere di G, la quale resta inalterata, operandovi 
In sostituzioni di G , essa prenderà lo stesso valore per tutte le sostituzioni con- 
tenute nella medesima linea orizzontale del quadro precedente: infatti per operare 
la sostituzione /i„<z su di F, bisogna prima operare li H e poi a, ma per la I * F non 
cambia, dunque si ha per li „ a lo stesso risultato che per a. F, aondo se indichiamo 
con F a il valore clic prende F per una sostituzione qualunque *, i diversi valori, 
che potrà prendere F per tutte le sostituzioni di G, saranno 

F- F„ Fj 

Se sopra le funzioni F. F,. 1\ ctc. si opera una sostituzione di G, queste, si scam- 
bieranno tra loro. Infatti supponiamo ohe si operi la sostituzione h/x, allora F. 
prenderà il valore che assumerà F operandovi la sostituzione fh/t , ma questa so- 
stituzione, facendo parte di G, sarà contenuta in una linea orizzontale del quadro 
procedente diversa dalla 2* e dalla 3* ; supponiamo clic faccia parte della 4* clic 
incomincia con 5, allora darà per risultato F s . Di «pii risulta die operando le so- 
stituzioni di G sopra i singoli fattori del prodotto FF a F, . .. si avrà una serie di 
permutazioni dello stesso prodotto , e le sostituzioni per cui da questo si' passa 
alle sue permutazioni formeranno evidentemente un gruppo II', il quale sarà tran- 
sitivo, poiché le sostituzioni di G fanno prendere ad F imo qualunque dei valori 
F„, Fj cte. inoltre è isomorfo a G, perchè ad ogni sostituzione di G corrisponde 
lina sostituzione di questo gruppo, ed al prodotto di due sostituzioni di G corri- 
sponde il prodotto delle sostituzioni corrispondenti del medesimo gruppo. 

Ct. OssenvAZioxK. — Se le sostituzioni di G sono permutabili ad li, a tulle 
le sostituzioni comprese in una linea orizzontale del quadro precedente corrispon- 
derà una sola sostituzione di IV. 
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Infatti, oparamlo le sostituzioni fed h a f sopra le lettere «li G contenute in eia- 
senno dei fattori del prodotto 

(«) FF.Fp 

si otterranno le due permutazioni 

(/») (e) ?*„l 

ila, per essere le sostituzioni di (! permutabili ad II, si ha 

®/‘« “ l*» 1 * t = é » 

(póndi la (e) si riduce all'altra F fc ,F k Jt k ovvero all'alt ra F/^F^ 

perché le sostituzioni fi non alterano F, dunque le permutazioni (fi) e (e) sono iden- 
tiche, e perciò sono altresì identiche le sostituzioni di II' clic da («) deducono [b] 
e (e). Laonde nel caso in parola l'ordine ed il grado di II’ sono uguali. 

Se le sostituzioni di (ì non sono permutabili ad II. l'ordine di II' è uguale a 
quello di 0. 

02. Tbork.ua 5." — Oi/ni gruppo transitivo isomorfo a G si deduce da uno 
iti quelli contenuti in G nel modo indicalo nella dimostrazione, del teorema pre- 
cedente. 

Siano G' un gruppo transitivo ed isomorfo a G, I, fi,, fi, ... /i,_, le sostituzioni 
di G, corrispondenti alla sostituzione 1 di G', cd F una funzione delle lettere 
x, ,t„ x, ctc. di G clic non cambia, operando sulle x le sostiluzimó /». Se i valori 
assunti da F per le sostituzioni di G sono rappresentati ila F, F„ F, ... F„_„ ope- 
rando le sostituzioni di G sopra F F, F, . . . F„_, si avrà una serie di permutazioni 
di questo prodotto, e le sostituzioni per le quali ila una di esse si passa all' altre 
formeranno un gruppo r, il quale sarà isomorfo a G, ed avrà tanto il grado quanto 
l'ordine uguale al rapporto m dell'ordine di G a quello del gruppo (I , /i, , fi,...) 
108 Co. 01), ma a questo medesimo rapporto ò uguale l'ordine di G’, dunque r 
sarà isomorfo a G' senza meriedrin. 

Supponiamo che y.y„ y, ... siano le lettere clic permutano le sostituzioni di 
G'. Poniamo 

F' = ag + «,y, +a,v* + ... 

ed intendiamo operate su questa funzione tutte le sostituzioni di G\ si avranno 
cosi tanti risultati diversi F', F', , F', ... F'„_, (piant ò l’ordine di G'. E se operiamo 
le sostituzioni di G' sopra il prodotto F' F’, F , . . . F'„_, si avrà una serie di per- 
mutazioni del medesimo, le quali daranno luogo ad un gruppo r' isomorfo senza 
meriedria a G’, c quindi a r, cd il suo ordine coinè il suo grado saranno uguali 
all 1 ordine di G'. 

I gruppi Ter' sono identici. 

Infatti il gruppo r è transitivo; perciò il suo ordine deve essere uguale al 
suo grado moltiplicato pel numero di sostituzioni che lasciano immobile una data 
lettera, ma l'ordine cd il grado sono uguali ad m, dunque una sola sostituzione 
di >' lascia immobile una data lettera, cd è la sostituzione 1; di (pii risulta die 
I' non può contenere due sostituzioni clic scambiano una lettera x con un'ultra x„ 
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poiché, iiioHiplicuinlo runa per l' inversa dell'altra, si avrebbe una sostituzione, 
diversa dall' unità, clic lascierebbe immobile una lettera, il che è impossibile. Quello 
die si e detto di r è applicabile a t'\ 

Or sia F, quella delle funzioni F, F„ F, ... clic la sostituzione y„ «li r fa suc- 
cedere ad F, e sia F’, quella delle funzioni F', F'„ F',... die la sostituzione di 
r', corrispondente a y„, fa succederò ad F'. Se la sostituzione 5 di i’ scambia F p 
con F ? , la corrispondente 8’ di r' scambierà F' (1 con F‘ 7 . Infatti la sostituzione 
Yp-'if,/ fa succedere F ? ad F pl ina questa sola sostituzione di r può far succedere 
questo scambio, dunque £ = -f,, - '',',, ma il prodotto di due sostituzioni di r deve 
corrispondere al prodotto delle corrispondenti di r\ dunque S’ = tV _, vV> donde si 
lui clic 8' scambierà F' p con F',. 

Hi qui risulta clic se (F p . F,, F,) è un ciclo di 5, (F' p , F' 7 , F' r ) dovrà essere 
un ciclo di 3', quindi le due sostituzioni saranno identiche, e per conseguenza sa- 
turnio anclic identici i gruppi r e I '. 

Supponiamo clic fosse 

F' - # y + a,«y, -i <h'Jt •• 

F', = a,y -i- a y, + Ojy s + .. 

F', = «,y r a,!/, + ay, + .. 

Poiché a. a,, a, ... sono costanti arbitrarie, possiamo mediante le precedenti equa- 
zioni esprimere linearmente y, y, (ite. in funzione di F’, F', eie. Supponiaino clic 
si avesse 

V =pF' + p i F' 1 + 0 1 F' 1 + ...) 

y 1 = ?,F' + pF' l +p 1 F', + ... 1 

Vt = + Pi^’i + ? F'j + — 


Or se si operano sulle y delle (I) le sostituzioni di G', i primi membri di qucst'u- 
guaglianzc si scambieranno nello stesso modo che questi si scambiano per le so- 
stituzioni di r'. E se si operano le sostituzioni di l ' nelle- (2), i primi membri si 
scambieranno come viene indicato dalle sostituzioni dì 0'. Quindi, se dinotiamo 
con z,z,,z t ... le funzioni composte colle F nel medesimo modo elio le y sono 
composte eolie F', operando sulle F le sostituzioni di r, le quali sono identiche a 
quelle di r', si debbono avere sulle z le stesse sostituzioni di G'. Ma le sostitu- 
zioni di r, falle sulle F , equivalgono alle sostituzioni di G fatte sulle lettere x 
contenute nelle F, dunque le sostituzioni di G’ sono identiche alle sostituzioni die 
si ottengono tra le z. z„ z t eie. se sulle x contenute in queste funzioni si operano 
le sostituzioni di G. Ma il numero delle z,s,, s, etc. é minore dell' ordine di G, 
perché esse sono tante quante sono le y, y lt y, etc., dunque G dovrà contenere 
più sostituzioni che, operate sulle x di z, danno lo stesso risultalo, ma ciascuna 
di queste sostituzioni deve essere il prodotto di due sostituzioni, l'ima delle quali 
non altera quindi G dovrà contenere più sostituzioni clic non altereranno z, le 
quali formeranno un gruppo. 
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Da quanta ò stato detto si raccoglie: 1" che 2 sia una riunione delle x, x, ctc. 
die non si altera per le sostituzioni di un gruppo contenuto in lì: 2° clic z, z, ctc. 
siano i diversi valori clic prende r quando sulle x si operano tutte le sostituzioni 
di G: 3° elio operando le sostituzioni di G sulle x di ciascuno dei fattori i del 
prodotto 2 a, 2 j etc. si ottengano altre permutazioni di questo prodotto le quali 
si possano avere da 2 2 , 2 , eie. , operando sulle 2 di questo prodotto delle sosti- 
tuzioni identiche alle sostituzioni tra le y elio compongono G'. 

G3. Tenni . ma (j.* — Due grappi isomorfi senza meriedria sono nello stesso 
tempo semplici 0 composti, e se sono composti i fattori di composizione dell' uno 
sono uguali a quelli deli altro, 

Siano G e G' i due gruppi, e supponiamo clic G contenga il gruppo 11 , for- 
mato dallo sostituzioni I, li,, li,... la lì' vi saranno le sostituzioni corrispondenti 
a quelle clic formano 11 ed il "prodotto di due qualunque di esse, quindi esse for- 
meranno un gruppo II' dello stesso ordine di II. perchè ad ogni sostituzione di G 
corrisponde una sola sostituzione di G'. Ora se le sostituzioni di G sono permu- 
tabili ad li, dinotando con g e ;/' due sostituzioni corrispondenti ili G e G', e con 

II'», le sostituzioni di 11' clic corrispondono alle sostituzioni li n , h H - di II, si avrà 

gh.g~' -K-, g'li' n g'-'-h' H -, 

quindi le sostituzioni di G' sono permutabili ad II'. Di qui segue che se con G, 
supposto gruppo composto, si forma la serie di gruppi 

G, I., K ...... t 

tali clic ciascuno sia il più generale di quelli contenuti nel precedente e permu- 
tabili al seguente, con G' si potrà formare una serie analoga di gruppi 

G', L’, K’ I ; 

e gl' ordini dei gruppi della 1* serie saranno uguali agl' ordini dei gruppi corri- 
spondenti della 2*, perciò i fattori di composizione di G saranno uguali a quelli di U'. 

CAPO 10." 

Limite hi meno del numero dei valori elle può prendere ima funzione, 
permutando le sue lettere. 

Gi. Teorema I " — Una funzione F di k lettere simmetrica 0 attenuila per 
rispetto a k— n di esse avrà meno valori di un'altra funzione ¥' di k lettere 
la quale non gode di questa proprietà. 

Questa proposizione cadrà talora in difetto per i piccoli nitori di k. ma si 
potrà sempre assegnare a k un limile al di là del quale essa suri ì vera. 

in questa dimostrazione si suppone che k sia un numero grandissimo. 

Il numero dei valori, clic prende una funzione di k lettere, per cITetto delle 
permutazioni di queste lettere, si ottiene dividendo il numero delle permutazioni 
clic si possono formare con k lettere per l'ordine del gruppo G di qncsta funzione. 
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Sla, essendo F simmetrica o alternata per rispetto a k-n delle sue lettere, li 
deve contenere il gruppo alternato di queste lettere, il di cui ordine ò 
quindi l'ordine di G è divisibile per questo numero? laonde il numero dei valori 
di F è un divisore di 

2fc (& — 1) (le _ 2) (k-n + 1). 

65. Supponiamo clic F' sia intransitiva, ossia che il suo gruppo G' sin intran- 
sitivo. Allora le sue lettere si possono dividere in sistemi tali, che ciascuna sosti- 
tuzione di G' permuti tra loro le lettere di uno stesso sistema. F. se indichiamo 
con a, a,, a, ctc. i numeri delle lettere ,chc compongono questi diversi sistemi, 
l'ordine di G' 6 un divisore di 


1-2-3 ...«• 1-2- 3 1-2 -3 ...a, ..., 

quindi il numero dei valori che può prendere F' è un multiplo di 

1-2-3 ...I: 

l-2-3...a-l-2-3...a,-l-2-3...a, ... ' 


dovendo essere la somma a + a, 4- eie. uguale a fc, saranno k i fattori del deno- 
minatore della precedente espressione, ed i loro valori aumenteranno, crescendo 
i e diminuendo il numero ed i valori di a,, a t ctc. Quindi se F' è transitivo per 
rispetto ad un numero di lettere minore di k — n, il mìnimo numero degli altri 
a,, a, ctc. 6 1 , il minimo valore, che può prendere o, , 6 re— 1, ed il massimo 
valore, che può prendere «, è k-n 4-1. Laonde il minimo valore clic può pren- 
dere la precedente frazione ò 

1 -2-3 ... k 

1-2-3. ..(k-n- l)-l-2-3...(n + I) 


ovvero 


fc (le — 1)... (k-n) 
1-2-3 ... (»+ I) ’ 


c questo ò il minimo numero di valori che può assumere F'. Laende il numero 
dei valori di F' sarò maggiore del numero dei valori di F, se 


k (fc — 1) ...(k - n) 
1-2-3... fn-r 1) 


>2 k (k- 1)... (k-n + 1) 


donde k-n > 2-1-2-3 ... (n+ 1). 

GC. Or supponiamo che F' sia transitiva per rispetto alle fc- v iellcrc a,b, c eie., 
essendo v un numero clic può variare da zero ad n. In questo caso le sostituzioni 
di G' debbono essere della forma AU, A'B' etc., essendo A, A' ctc. delie sostitu- 
zioni sulle lettere a, b, c etc., e B, B' ctc. delle sostituzioni che permutano le ri- 
manenti v lettere. 

Il gruppo (A, A'...) non può contenere il gruppo alternato delle lettere a, b, c etc., 

1-2-3 Ik — v) 

clic chiameremo H. Infatti l'ordine di il è ‘‘‘ -, c quello dei gruppo (B, B'...) 

è al più 1-2-3 ...v, ina il 1° di questi due numeri è grandissimo per rispetto al 2°, 

G 
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per essere k grandissimo per rispetto ad n. e quindi per rispetto a v ti, adun- 
que, dovendo le sostituzioni di U' risultare dalla combinazione delle A colle B, dovrà 
G' contenere almeno due sostituzioni AB, A’B' nelle quali B=B', ed A, A' sono due 
sostituzioni distinte di II. Perciò G’ conterrà AB (A'B'J - * = AA' -1 , tutte le trasfor- 
male di AA’ -1 per mezzo di AB, A'B' etc., e tutte le derivate da queste trasformate. 
Ma le trasformate di AA' - ’ per mezzo di AB, A’B’ etc. equivalgono alle trasformate 
di AA' -1 per mezzo di A, A’ cte., quindi G' conterrà le trasformate, di AA' -1 per 
mezzo di tutte le sostituzioni di II, nonché le loro derivate, e per conseguenza il 
gruppo li', formato da tutte queste sostituzioni, sarà comune a G' ed ad 11, essendo 
evidente clic sia contenuto in II. 

Ora le sostituzioni di II sono permutabili ad 11'. Infatti la trasformata di 
A" A A'"' A'"' per mezzo di A’" è A" A" AA' - ’ A"~* A"' - ’, ma 


A"- 1 A’"-* s= (A'" A")-», 

quindi questa trasformata può mettersi sotto la forma A’" A" AA' -1 (A'" A") - ', ma 
K'" A" è una sostituzione di H, quindi le sostituzioni di II sono permutabili a quelle 
delle sostituzioni di 11' che sono delle trasformate di AA' -1 , per conseguenza H ò 
permutabile anche alle derivate da queste trasformato , perchè la trasformata di 
un prodotto è uguale al prodotto delle trasformate dei fattori. Ma li (32. Co.!, non 
può contenere un gruppo al quale le sue sostituzioni sono permutabili, quindi II’ 
coincide con H, e perciò F' sarebbe alternata per rispetto ad a, b, c etc., il che è 
contrario all'ipotesi. 

Ciò premesso, se indichiamo con M l'ordine del gruppo (A, A’...), sarà M il nu- 
mero dei sistemi di posizioni clic possono assumere le lettere a , b , c etc. per le 
sostituzioni di G', ma le sostituzioni di G' che non spostano queste lettere sono al 
più 1-2-3. ..v, dunque (29) Bordine di G' sarà al più uguale ad l-2-3...vM, e per 
conseguenza il numero N dei valori di F' sarà almeno uguale ad 


1-2-3 ... (A — v) (fc-v + l)...fc 
M ' 1-2- 3.. .v ‘ 

l.a frazione 1 ~ ^ ^ — — rappresenta il numero dei valori clic può prendere una 

ili 

funzione transitiva F, di /c-v lettere, la quale non è simmetrica, nò alternata ; 
quindi, dinotando con <;[k — v) questo numero, sarà N almeno uguale a 


(t-v+ 1) ... 
1-2-3 ... v 


fc 


?(*- 


e quindi sarà maggioro del numero dei valori clic può prendere F, se 

. ìì - -y > ‘ y (fc - v) > 2fc (fc - 1) ... (fc - W + 1), 

ossia e (fc— v) > 1-2-3 ... v-2 (fc — v) ... (fc — n + 1) 

67. Cerchiamo ora un limite inferiore del numero ? (fc - v). Supponiamo elio 
F, sia p volte transitiva. Allora le sostituzioni del suo gruppo G” debbono spo- 
stare piò di 2g — 4 lettere, quindi tutte le sostituzioni dì 2p— 4 lettere non fanno 
parte di G"; da ciò segue clic, operando queste tali sostituzioni sopra F„ non si 
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potranno avere risultati identici ad F, , ne' due di questi risultati potranno essere 
identici tra loro, poiché se le sostituzioni L ed L' di 2g - 4 lettere dessero risul- 
tati identici, il prodotto LL'~' non cambierebbe F,, c quindi dovrebbe far parte 
del gruppo di F,, il che non è. Laonde F, avrà almeno 1 -2.3 ... (2g — 4) valori. 
Or questo numero sarà maggiore dell'altro 

1-2-3 ... v-2 (k - v) ... (fc-n F 1), 


se g è grandissimo , c tale che sia finito il rapporto di k a g , poiché allora 
(v f 1) ... (g — 2) sarà maggiore di (k — v) ... (fc — » + 1), contenendo il 1° di questi 
prodotti n — v fattori infinitamente grandi, cd il 2° ji — v — 2 fattori simili. 

Ma se g é piccolissimo per rispetto a ragioniamo nel seguente modo. Poiché 
F, è g volte transitiva, l'ordine del suo gruppo G" è uguale a (ft-v)... (k— g— v)M', 
indicando con M' l'ordine del gruppo intransitivo formato da quelle sostituzioni 
di G", elio lasciano immollili g lettere c spostano le rimanenti k — g— v (29). Que- 
sfultime si dividono in sistemi tali , che per ciascuna sostituzione di G" si per- 
mutano tra loro le lettere di ciascun sistema, (28) c, se a, a,, a, etc. sono i nu- 
meri di lettere dalle quali sono formati questi sistemi , M’ è un divisore del pro- 
dotto 1 -2.3 ... a- 1 .2-3 ... a, ... (28. Co. 2"), quindi ij(k — v) é un multiplo di 

12-3. ■■ (fc-g-v) 

1*2 -3 ... a - 1 -2-3 ... a, -1 -2 -3 ... a, ...’ 

Or supponiamo che a sia il più grande dei numeri a, or, a etc. c clic a,+a,-F...>n-v; 
allora si ha il minimo valore, che può assumere l'espressione precedente, quando 
si pone 

« = k- g — v — (n- v + 1) =k — g — »— I, a,-n-v+1, a* — 0, a, = 0..« 


perciò esso è 


(k — g — v) ... (fc - g — n) 


1-2 ...(» — v+ 1) 

Questa quantità c evidentemente maggiore dell'altra 

1 • 2 • 3 ... v-2 (fc - v) ... (k - n + 1); 


poiché, se si moltiplicano entrambe per 1 -2-3...(n— v-F 1), si ottengono l'alt re due 
(k - g — v) ... (fc - g - «), 1 -2-3 ... (n - v + 1)- 1 -2 ... v-2 (fc - v) ... (fc - » F 1), 

la 1’ dello quali contiene n — v + 1 fattori infinitamente grandi, c la 2* n-v fat- 
lori simili. 


Ma se a, + a, . . . n - v, cercheremo di porro sotto altra Torma il valore 
t-2- 3... (fc — g — v) 

M’ 

di if[k — v). Perciò osserviamo che le sostituzioni di G" sono della forma A, B, , 
eie.; essendo A„ A', etc. delle sostituzioni sulle a lettere del 1° sistema, e 
B„ B', etc. delle sostituzioni sulle rimanenti k— g-v— a. Ora il numero dei sistemi 
diversi di posizioni che le sostituzioni di G" possono dare alle a lettere del 1* sistema 
é quanto l'ordine del gruppo (A,, A',...), che indicheremo con M". 

Inoltre le sostituzioni clic non spostano le lettere del 1° sistema, generalmente, 
permutano tra loro tutte le lettere di ciascuno dei rimanenti sistemi, perciò for- 
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dine del gruppo formalo da quest' ultime sostituzioni deve csfcrc un divisore del 
prodotto 1*2-3 ... a, X l-2-3...«, X ... , quindi M' fc uguale ad M” moltiplicato per 
questo divisore, per conseguenza, ponendo 


k' = k-v-p-a,-a,..., 
9 (k - v) sarà un multiplo di 


(& _ V - jjl) ... (fc* + 1) _ k'(k' — 1) ... 2- 1 

12... 0,12 M" 


Ora il gruppo (A, A',.") non può contenere il gruppo alternato delle a lettere del 
1° sistema, clic chiameremo II". Infatti, so A„ A', cte. sono' lo sostituzioni di II". 

1 1 ... 2 • I 

le corrispondenti di 6 ” saranno A,B I ,A',B‘| cte., ina il numero — 1 


delle sostituzioni A, di II" è grandissimo per rispetto a quello delle sostituzioni 
B,, che al più fc 1 -2...a,- 1 - 2 ... 0 ,... , dunque G" dovrà contenere almeno due so- 
stituzioni A,B„ A',B’, nelle quali B, = B',, e quindi conterrà A,B, (A' l B',) _, =A l A , 1 _, f 
tutte le trasformate di A,Ay' per mezzo di A, 11,, A',B', eie., ossia per mezzo di 
A,, A', cte., e tutte le derivate da queste trasformate. Ma il gruppo, formato da 
queste trasformate e dalle loro derivate, essendo contenuto in II 1 ' ed essendo permu- 
tabile alle sue sostituzioni deve esser identico ad II". Dunque G" conterrà 11", e per 
conseguenza F, sarà simmetrica o alternata per rispetto a k' lettere, ma F, è transitiva, 
e k' ò maggiore di —a—> dunque F, sarà simmetrica o alternata (56), il clic non è. 


Quindi l'espressione 


à'(ft'-l) ... 21 

M" 


dinota il numero dei valori che può prendere una funzione transitiva di />' lettere 
Fj, la quale non 6 simmetrica, nò alternata. 

G8. Supponiamo che F, sin p volte transitiva, allora il miniino numero dei va- 
lori clic può prendere ò 1*2*3 ... (2jt' — i), dunque s (ft — v) sarà almeno uguale a 
questo prodotto; ma, se p' è grandissimo in modo clic il rapporto di k a p' e finito, 
il prodotto I -2-3 ... (2p' — li) è maggiore di 1 -2... v-2(k — v)... (Jtr - n + I), dunque 
in questo caso sarà 

9 {& — v) > 1 - 2 ... v-2 (fc — v) — (A — n + I). 


Ma se p' e piccolissimo per rispetto a k , possiamo porre SI" sotto la forma 
k'(k'~ 1) ... (f — p'+ 1) 51'", essendo 51'" l'ordine del gruppo intransitivo G"'. for- 
mato dalle sostituzioni di G" clic lasciano immobili p' lettere e permutano le ri- 
manenti k' — p'. Queste lettere si dividono in sistemi tali, che ciascuna sostituzione 
di G” permuta tra loro le lettere di ciascun sistema. E, se indichiamo con a’, a'„ a’,... 
i numeri di lettere che compongono questi sistemi , 51'” sarà un divisore di 
1-2 ...a'- 1*2 ..., per modo che ? (fc - v) sarà un multiplo di 

(fc -v-y) ...(&'+!) (k'-p'h.. 2 -l 

1 -2 ... a, - 1-2 ... a, ... A 1*2 ...a'- 1-2 ...a', ... * 


Se a’, + a’, ■(- ... > n - v - a, - a, ... , si avrà il minimo valore di quest'espressione, 
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ponendo a'=V-p'-n-v-ot,-« t ...-l, «',=«',=...=.0 

c si otterrà 

(* - v ~ W ••• (*' + *) (/■' - p'I ... (fc* - p' - n - v + g, + q, t ...) 

1-2... a, 12. ..a,... 12-3 ... (»- v -a, - a, ... + 1) 

Questa quantità 6 maggiore di 1-2 ... v-2 (fc-v) ... (4-»+ 1), poiché moltiplicando 
l'una e l'altra per 

1-2 ... a, • 1-2.. 1-2 ... (n-y-ot, ..,+ I) 

si avranno due prodotti, dei quali il 1° conterrà »t — v-t- I fattori grandissimi, ed 
il 2* m - v fattori simili. 

Ma, se <*’,+ a', + ... ~ n — v — a, -a , ... , osserviamo clic M"' è un divisore di 
1 -2 ... «',•! ‘2 ... a'j ... M 1T , essendo M ,v l’ordine del gruppo G” formato dalle per- 
mutazioni delle a' lettere del 1° sistema, prodotte dalle sostituzioni di G'", quindi 
<? [li - v) sarà un multiplo di 

(fc-s-p) ,..{k'+\) (*'-p')...(fc" + I) k"(fc"-l)...l 

1 -2 ... a,- 1 -2. ..a,... 1-2. 1 -2...*',... X M 1 » 

essendo K' = k' - p' - a', - a',. . . 

69. Ora si esamina: 1“ il caso se l'ordine di transitività di G ,v , p", 6 para- 
gonabile a li: 2° se essendo p" piccolissimo rispetto a K, dividendo le fc" — p" 
lettere in sistemi di a", eto. lettore, è > n — v — a, — a, ... — a\ — a', ... 

ovvero a" < n — v — a, — a, ... a’, - a', ... Seguitando a ragionare in questo modo , 
si giungerà a dimostrare il teorema in tutt'i casi; poiché, essendo i numeri 

a, + a, + .. M «t'i + a',+ .... ... 

almeno uguali ad 1, gli altri 


n-v, n - v -a, - a, ..., » - v — a, -a, ... -a', — ... 

saranno decrescenti, quindi, se questi secondi fossero costantemente minori ilei 
primi, vi sarebbe un' infinità di numeri minori di n— v, il elio è impossibile. 

iO. Trovando il limite in meno di li al di là del quale si verifica il teorema 
dimostrato , quando si suppone clic F sia simmetrica o alternata per rispetto a 
— 1 lettere, si dimostrano i tre seguenti teoremi, dovuti a Bertrand. 

1.” Ogni funzione di k lettere Ita «/meno k valori dislinli, se essa non è 
simmetrica, nè alternala. 

2. 4 Ogni funzione di k lettere, clic ha k valori dislinli, è simmetrica rispetto 
a k — 1 lettere. 

3.° Una funzione di k lettere , clic ha più di k valori , ne ha almeno 2k , 
se k > 7. 


Il 1° teorema presenta la seguente eccezione. Se fc = 4, lo funzioni il di cui 
gruppo deriva dalle sostiluziuni [ah), (cd) , (ac) {bd ) , come sarebbe ab f ed , non 
sono simmetriche, né alleniate, ed hanno tre valori distinti. 
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li 3 3 teorema presenta la seguente eccezione. Se fc _ li , le funzioni il di cui 
gruppo deriva dalle due sostituzioni (i ebeti) , (bcciil (ale/), come la seguente 
(ab + ed + cf) (oc -i le + /it) {ad + bf+ ce) ( ae + Id + fc) (af 4- bc + ed), 
non simmetriche rispetto a cinque lettere, hanno sci valori distinti. 

“I. Ciò premesso procediamo alla ricerca dell' indicato limite di fc. Se una fun- 
zione F di fc lettere è intransitiva , le sue lettere si possono dividere in sistemi 
tali, clic ogni sostituzione del suo gruppo li permuti tra loro le lettere di ciascun 
sistema: e se questi sistemi si compongono rispettivamente di a, a,, a, etc. let- 
tere, l'ordine di li è un divisore di 1 - 2 . ..a - 1 - 2 ., .a, • 1 - 2 . ..a,..., quindi il numero 

! *2 • 3 ...k 

dei valori di F ù un multiplo di fV " g * | ^ g — • Ora il minimo valore, che può 
assumere quest' espressione, it fc, e si ottiene ponendo a-fc— 1 , a,=l, a 1 -a 1 =...- 0 . 
In questo caso F è simmetrica per rispetto a /;— 1 lettere. Se si pone 51 = ^—, 

a, — 1, a, =«j - ... = 0, si ottiene il valore 2fc che corrispondo al caso in cui F è 
alternata per rispetto a fc-1 lettere. Itifiuc se si suppone a=fc- 2, a, -2, a,-a,=...0, 

si ottiene il valore — — - , che 6 maggiore di 2 fc, quando fc > 5. 

Se la funzione F è p volte transitiva, l’ordine de! suo gruppo 11 it ugnalo a 
fc (fc — 1) ... (fc - p + 1) li, essendo M l'ordine di un gruppo intransitivo G, formato 
dalle sostituzioni di II clic lasciano immobili p lettere. Supponiamo clic le ledevo 
1 erimitate da G si dividano nei sistemi 

il, a , , li, b,. ... 

conij osti rispettivamente di a, a,, etc.. lettere, e tali clic ogni sostituzione di G 
pennuti tra loro le lettere di ciascun sistema. Allora I -2. ..a- 1 .2...*,... è l'ordine 
dei gruppo I , derivato dalle sostituzioni che si possono formare colle lettere di 
ciascun sistema. Inoltre supponiamo che a sia il più grande dei numeri a, a,, a,...; 
ed ind. hiatno con £ il più piccolo dei duo numeri a e p, e con U' il gruppo for- 
mato d i tulle le sostituzioni clic si possono avere con (5 lettere del 1° sistema 
< 1 , 14 . 0 , eie. I gruppi U e G' sono contenuti in 1, e l'ordine di G' è 1.2-3...$. 
Ma non contiene alcuna sostituzione simile a qualcuna di quelle che compongono 
G, perchè tutto lo sostituzioni di G spostano più di $ lettere (30), quindi l ordino 
di I e divisibile pel prodotto degli ordini di G e ili G' (18. Cu.), perciò M è un 

1*2 ct*l *2 ol* » , , 

multiplo «li — — — -j— , 'v — c l >,:r conseguenza il numero dei valori di F e un 

multiplo di ** 1 .2.3...ffc— p) 9 

1 - 2 . ..a - 1 

7 2. Or facciamo diverse ipotesi sopra i valori di a, a, cte. 

1.“ Se a = a, — ... = 1, il minimo numero di valori elio può assumere F it 
I -2-3. . (fc~pj. E poiché p non può superare 5 (31. Co. 2°), questo numero di va- 
lori è maggiore di 2fc, se fc > 7; it anrlic maggiore di 2 fc. se fc = C, purché non si 
ahliia p--3, il che costituisce il caso di eccezione testò notato; ialine é maggiore 
di k, se fc _ 5. 
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2.* Se a _ 2 , gli altri numeri a„ a, ctc. possono essere uguali ad I o a 2 
ed il quoziente p di ft — p per 2 indica quanti al più dei numeri a, a,, a t ctc. pos- 
sono essere uguali a 2; quindi in questo caso il numero dei valori di F ò almeno 

uguale ad * * ‘‘‘ 0 - — - 1-2. ..(3. Or se si sopprimono p fattori 2 dal numeratore 
della frazione, restano i fattori impari, c quindi vi è il 3, supponendo 4< 7, ma 
nel caso di p=1, la precedente espressione si riduce ad 1 ' ~ - " òìr — — , quindi dopo 
la soppressione dei fattori 2 resta al numeratore uno dei fattori 4- 1. 4- 2, perciò 
la suddetta espressione ò almeno uguale ad uno dei due numeri 3 {/.• — 2), 3 (A- — 1 ) 

1 -2.. fk- u) 

clic sono maggiori di 24. Se p> 1 il numero dei valori di F è p- _ t -almeno, 

ma dopo la soppressione di p - 1 fattori 2 dal numeratore di questa frazione re- 
stano i fattori 3 c k — p; quindi questo tale numero è almeno uguale a 3(4 — 2), 
se p=2, ed a 3 (4 — 3) se jz = 3 , ed è evidente che i numeri 3 (4 — 2) , 3 (4 — 3) 
sono maggiori di 24. Ma se p > 3, osserviamo clic il numero dei valori di F non 
può essere minore di 1-2-3.. .p, quindi, se p è tale che questo prodotto risulta mi- 
nore di 24, sarà 3p < 4 , e quindi 3 (4 - p) > 24. In fine se 4 ~7, ma maggiore di 


4, uno dei limiti 


12 3... (4- p) 

9 


1-2 ... p 


risulta maggiore di 4 

Fa eccezione al ragionamento innanzi fatto il caso di 4=6 c p=3. Ma allora 
le a debbono essere tutte uguali ad 1, perchè altrimenti vi sarebbero nel gruppo 
di F delle sostituzioni clic sposterebbero meno di 4 lettere, il clic 6 impossibile 
per un gruppo tre volte transitivo. 

3.° Se a > 2 ed uguale a 4 — p— t c p<3; il numero dei valori di F è 
? ~ — —(4— p), essendo X l'ordiuc del gruppo formato dallo sostituzioni 

di 11 che permutano Io lettere a, o,, a, cto. Or questo gruppo non può contenere 
il gruppo alternato di a. a,, o t , ctc., ossia F non può essere simmetrica o alter- 
nata per rispetto a queste lettere. Infatti se consideriamo F come funzione delle 
4 — p+1 lettere a, a,, ... d, e, essa è semplicemente transitiva; perchè p— 1 le’.- 
tcrc restano fisse, c perciò una sola delle lettere a, a,. ... il, e può occupare un 
poslo qualunque. Intanto se F fosse simmetrica o alternata per rispetto ad a,a„ ctc., 
sarebbe anche simmetrica o alternata per rispetto ad a, n„ ... d, e (55), c quindi 
più d'una volta transitiva per rispetto a queste lettere. Adunque X è uguale o mi- 
nore di 1 " ^ — - — — (25), donde 

«5 

1 -2 ... (4 — p — l) = , 

N < 3, 

ed il numero dei valori di F è almeno uguale a 3 (4 — p) , clic sempre supera 4 , 
ed anche 24 se 4 < 7. 


Digitized by Google 



)( « ){ 

4.' Se «>2 e minore di k - p — 1 , e p < 3, il numero dei valori di F è un 
multiplo di 

1-2-3 ... (Jk — ?*) 


u quindi almeno uguale a 


1-2 ...oc- 1-2 ...a, .. 
{k-p - 1) (fc-p) 


• l-2...p. 




clic è sempre maggiore di k, e di 2k se k > 7. 

5.” Se a >2, p>2, e quindi ?>2; il numero dei valori di F è almeno uguale 
a (k-p)1 -2...P, clic è sempre maggiore di 2k. Poiché la frazione ^ ò ^ t v, — j* — i 
rappresentando il numero dei valori di una funzione intransitiva di fc — p lettere , 
è almeno uguale a k — p. 

Nel ragionamento clic si è fatto si é escluso il caso di fc = 4, poiché in questo 
caso come nell'altro di k<4 si potrebbe costruire il quadro dei diversi gruppi pos- 
sibili, e cosi si vedrebbe: che il 1° teorema é vero, come anche il 2*, eccettuando 
per k =1 il caso innanzi notato. 

73. La ricerca del limite di k, quando K é simmetrica o alternata per rispetto 
a k - 2 lettere, ci conduce alla dimostrazione del seguente: 

Teorema 2.° — Ogni funzione I che non è simmetrica nè alternala per rispetto 
a k — 2 lettere ha più di k (k — 1) valori. 

Supponiamo che il gruppo G di I sia intransitivo, e che le sue lettere si di- 
vidano nei sistemi 

a, (i|, (ij ...j 4, 6| t 6|.„j,„ 

composti rispettivamente di a, a,, a, ctc. lettere, t tali che ogni sostituzione di G 
permuti tra loro le lettere di ciascun sistema, allora le sostituzioni di G saranno 
della forma All, All' otc. ; essendo A, A' etc. delle sostituzioni clic permutano le 
lettere del 1° sistema, e B, 11' etc. delle sostituzioni che permutano le lettere ri- 
manenti. 

Ora se il più grande dei numeri a , a, , a, ctc. , che supporremo essere a , è 
uguale o maggiore di fc — 2, il gruppo (A, A'...) non può contenere il gruppo al- 

1*2*3 [k~~ 2) 

ternato II delle lettere a, a , eie. Infatti l'ordine di II è almeno uguale ad 

e quello del gruppo (B, R'...J è al più 1 -2, quindi tra le sostituzioni AB. A'B' ctc. 
vi debbono essere necessariamente due sostituzioni AB, A'B' nelle quali A ed A' sono 
due sostituzioni distinte di If, e B=B', quindi G dovrebbe contenere AB(A'B') _, =AA'~ , ) 
tutte le trasformate di AA' _I per mezzo di AB, A'B' ole., e le loro derivate; ma, 
siccome in AA’ -1 si contengono le sole lettere a, a, ctc., le trasformate di AA’ M 
per mezzo di AB, A'B' etc., sono appunto le trasformate di AA'** per mezzo delle 
sostitnzioni di li, quindi G conterrebbe il gruppo formato dalle trasformate di AA' - * 
per mezzo delle sostituzioni di 11, e dalle loro derivate; ma questo gruppo, essendo 
contenuto in II ed essendo permutabile alle sue sostituzioni, deve coincidere con 
II, dunque G conterrebbe II , ed I sarebbe simmetrica o alternata per rispetto a 
k— 2 lettere, il clic è contrario all'ipotesi. 
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Or poiché il gruppo {A , V...) è transitivo cd il suo grado é maggiore di i , 
perche esso è almeno uguale a k - 2 c fc > 1 2, il numero dei valori della funziono 
di cui (A, A'...) è il gruppo sarà maggiore di 2a, ma questo numero si ottiene , 
dividendo il prodotto 1*2. ..a per l'ordine di (A, A'...); quindi, se s'indi a con M 
quest’ordine, sarà 

t-2-3...« „ 

> 2 », 


donde 


M 


M 

!-2-3...a 

2a 


Ciò premesso osserviamo che, essendo l'ordine di (1 uguale ad M moltiplicato per 
un divisore del prodotto 1 -2. ..a- 1-2. ,. 7 ,..., il numero X dei valori di I sarà un 

multiplo di T - y— ^ , ma il massimo valore che può prendere il prn- 

M- 1 -2. ..a- 1 -2-a, ... 

•lotto 1 -2...a-l -2...a,... è 1-2, nel caso di a = 7i — 2, cd è 1 quando «>fc — 2; 

1 - 2...JÌ l-2.../i 

dunque X sarà almeno uguale ad 0 ^ nel 1° caso, cd ad — ' — nel secondo; 
e, sostituendo in luogo di M il suo limite, sarà nel 1“ caso 


X > k(k— 1) (& — 2), 


o nel 2" X > 2t (fc — 1), 

quindi sarà sempre S > k \k— I). 


Se a < k ■ 


il minimo valore di. 


1 -2 ■ 3..,t 

1 -2. ..a- 1 -2. ..a, 


sara 


1 -2-3 


quindi N > k {k - 1). 

Supponiamo clic I sia ;ì volte transitiva. In questo caso ogni sostituzione di 
lì deve spostare più di 2gi — 4 lettere (31), quindi tutte le sostituzioni clic si pos- 
sono formare con 2p. — 4 lettere debbono far va riaro i, e due di esse non possono 
dare per I risultati identici, per conseguenza I avrà almeno 1 -2 - 3 ... (2gc — 4) va- 
lori. Ora se g > | - 2, essendo k > 12, dovrà essere g almeno uguale a 5, e quindi 

l'ultimo fattore del prodotto 1 • 2 - 3 ... (2ja — 4) sarà almeno uguale a C, o perciò 
esso conterrà i fattori 3 e 4, distinti dai due ultimi, ma nel caso .più svantaggiosa 
questi due ultimi fattori sono /;- 5, fc-8 i quali, moltiplicati rispettivamente per 
4 e per 3, danno i prodotti 4fc— 3(1 e 3fc— 2i che sono maggiori di k, dunque 
nel caso più svantaggioso il prodotto I •2-3...(2g— 4) sarà maggiore di k\ e con 
più ragione maggiore di k (k — 1). 


Sia p.<^-2. Il numero X dei valori che può prendere I 


un multiplo di 


» -9 -3 ...(fe-g) 

1-2.. a-12. . 


1 -2...S; 


supponendo: 1® che le lettere permutate dalle sostituzioni di G, clic non spostano (i 
lettere date, si possano dividere in sistemi composti di a, a„ a, etc. lettere, e tuli 
clic ciascuna delle indicale sostituzioni permuti tra loro le lettere di ciascun si- 
stema: 2° clic (3 indichi il più piccolo dei due numeri i e p, essendo « il più grande 
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dei numeri a, a„ rt t eie. se a :k-g-2, il minimo valore della precedente espres- 
sione é (le — in - 2) (fc — (i — 1) (k — g) 

P2^3 * 

il (piale è maggiore di fc(k — 1) anche nel caso più svantaggioso di g=-“-3. 


Se a > k — g — 2, osserviamo che le sostituzioni di G le quali permutano uni- 
camente le lettere dei sistemi teste indicati sono della forma A,B,. A',B', etc. es- 
sendo A,, A', etc. dello sostituzioni che permutano le lettere del sistema formato 
da a lettere, e B„ II', eie, delle sostituzioni che permutano le lettere dei rimanenti 
sistemi. Ora il gruppo (A, A',.-.) non può essere simmetrico, nè alternato, poiché 

altrimenti I sarebbe alternato o simmetrico per rispetto ad o lettere, ma ol>~. 


quindi I sarebbe simmetrico o alternato, il clic è contrario alla nostra ipotesi. Ma 
a è maggiore di 7, dunque il numero dei valori che può prendere la funzione, il 
di cui gruppo è (AjA’,), sarà maggiore di 2a, ossia sarà — ~ ^ > 2a, indicando 


con M l'ordine del gruppo (A,A, '...). 

Or se £ è il più piccolo dei due numeri a e g, il numero !*' dei vaioli di I 
è un multiplo di 


i- (A- -g) 


I2...g; 


M-l-2...a,l-2...tz t ... 
ma nel nostro caso g < a, donde ? = g, quindi N è un multiplo di 


1 -2-3... (k — g) 

ma se a=fc-g— 2, il prodotto l-2...a l -i*2...a ] ... 
dunque X non può essere minore di 


l-2...g; 

è uguale ad 1 -2, ed è fc— g— I > 1 • 2, 


1 -2 ... (fc - g — 2) 
M 


(k — g).|.2...g; 


e se a = k — g— 1, il prodotto 1 1 •2...o t ... si riduce ad I, e quindi N non 

può essere minoro di 

' !± 3 4r^- | ) ( k-g ) .i. 2 ...g. 

Adunque, tanto se a=fc-g-2 quanto se a>k-g— 2, N non può esser minore di 
l-2-3...a , 


M 

e perciò non può essere minore di 


(k-g)-l-2 ... g, 


2a (k — g) ■ 1 • 2 • 3 ... g; 

ma crescendo g, il suddetto prodotto cresce finché k > 2g + 1, quindi N non può 
essere minore di 2a(fc— 1), ma 2a, anche quando a — k — g — 2, ù maggiore di k, 
dunque N supera k[k— 1 . 

Osseiivazione. — Questo teorema contiene il seguente, dovuto a Serre! : 

Una funzione di li lettere che ha più di 2h valori ne ha almeno ^ ^ , — — , 
se k < 12. 


Digitized by Google 


■i : 

CAPO 11. 


Limili di transitività dei gruppi non allenitili. 


71. Tkoiiema 1.” — Se n + v ìt il grado di nn gruppo G, e se ciascuna dalli'. 
sue ausi Unzioni non sposta meno di n+1 ledere, 0 non può essere v volle Iran 
sdivo, se non Ita luogo la relazione 

t -2-3 ... (*—!)< li®, 

indicando con a il numero dei [< allori primi uguali e disuguali di n -l I. 

Dividiamo le H + v lettere di G nei due sistemi jr„ x„ x 3 ,...x v _,: a,, a t , « 3 . 

G, essendo v volte transitivo, deve contenere un gruppo transitivo II, formato dalle 
sostituzioni clic spostano soltanto le lettere a ì ..o„ +1 . Ciascuna sostituzione 

di li deve spostare tutte le suddette lettere, pfcrclit: se fosse altrimenti G conter- 
rebbe delle sostituzioni elio sposterebbero meno di nel lettere, il clic ò contrario 
all" ipotesi, quindi li contiene la sola sostituzione I clic non sposta una data Itl- 
tcra, dal clic segue clic II non possa contenere due sostituzioni Sfe,, S (/ le (piali ad 
una stessa lettera a p facciano succedere la medesima lettera n,. perchè se le con- 
tenesse, dovrebbe contenere l'altra la quale è diversa ila 1 e non sposte- 

rebbe.. , il elio è impossibile. Inoltre, essendo II transitivo, può n, per le sosti 
lozioni di II occupare un posto qualunque, nella permutazione quindi 

può occupare >t + 1 posti, ma l'ordine di un gruppo qualunque è uguale al pro- 
dotto del numero dei posti clic può occupare una lettera pel numero delle sosti- 
tuzioni clic non spostano questa lettera, dunque l'ordine di li è n + 1. 

75. Le sostituzioni di U clic spostano x,, .i s , .. x,_, permutano queste lettere 
tra loro in luti' i modi possibili, per essere G v volle transitivo. Inoltre tali sosti- 
tuzioni debbono essere della forma AB, .VB’ etc., essendo A, A’ eie. delle sostitu- 
zioni relative alle lettere x„ .r 3 . . . x,_,, e B. B' etc. delle sostituzioni relative alle 
rimanenti lettere; poiché, non potendo v superare la melò di n + v (33. Co. 2**) , 
deve essere v < n. e quindi, per l'ipotesi fatta, U non può contenere sostituzioni 
che permutano soltanto le lettere x,, .r 4 , . . . x,_,. Ora il gruppo 11' = (Alt, A'B',...) 
deve soddisfare alle seguenti condizioni: 1“ non deve contenere una sostituzione AB 
in cui B sia una sostituzione di li, poiché, se 11 contenesse B, conterrebbe anche 
IT 1 , e quindi G dovrebbe contenere ABB"’=A, il che 6 impossibile: 2* non deve 
contenere due sostituzioni AB, A'B' nelle quali B sia uguale a B’, poiché, se così 
fosse, G conterrebbe la sostituzione AB(A'B')- , =AA' _ *, il che è impossibile: 3° deve 
contenere il prodotto di una qualunque delle sue sostituzioni per una sostituzione 
qualunque di il: 4° se A = A', il prodotto di AB per (A'!!')"' deve appartenere ad 
li, perchè AB(A'B’)”' appartiene a G e non sposta le lettere x„ x, Da queste 

condizioni risulta che ad ogni sostituzione A corrispondono u + 1 sostituzioni B, 
formate da una sostituzione B,. non contenuta in II, e dai prodotti di B, per cia- 
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scuna ilullc sostituzioni ili II. ma il immuro lidie sosti lozioni A, A' eie. è I -2 ■ 3...(v -1), 
e quello delle sostituzioni di 11 è n + I, dunque l' ordine del gruppo K, formalo 
dulie sostituzioni 11, è (»» + 1) • ] -2 1). 

70. Le sostituzioni di K sono permutabili ad 11; infatti, Indicando con II, una 
sostituzione di 11, si lui 

ÌUI.D-' « Alili, (MI)-' , 

tua questa sostituzione appartiene a lì , per essere il prodotto di tre sostituzioni 
di questo gruppo, e non sposta le lettere x t ... .t v _,, dunque appartiene ad II. 
Iti qui risulta die il gruppo I,, clic contiene tutte le sostituzioni possibili permu- 
tabili ad II, deve contenere K, e quindi l'ordine di L deve essere divisibile per 
(il + !)• I *2*3 ... (v — I), elio è l'ordine di li. 

77. Ora ci proponiamo di trovare un limite in più doM'nrdine di L. Quest'or- 
dine è uguale al prodotto del numero dei sistemi di posti che per le sostituzioni 
di L possono occupare due lettere «, nella permutazione o,<i,n 3 ...a n+ „ il quale 
è al più n(n+ 1), pel numero delle sostituzioni di 1. clic non spostano a, ed a, (ili). 
Sia S = (a,a,...) la sostituzione di H che scambia o, con a,, e sia p l'or- 

dine del ciclo [a, a ,...), sarà p un divisore dell'ordine di S, e quindi un divisore 
dell'ordine n -(- 1 di II (17. Co. 2°). Una qualunque delle sostituzioni di L clic non 
spostano a, ed a t , clic indichiamo con I/, deve trasformare 8 in se stessa; poiché, 
se la trasformata fosso un altra sostituzione S’ diversa da S, S' dovrebbe appar- 
tenere ad II, pcrrbò tutte le sostituzioni di L sono permutabili ail II, e dovrebbe 
contenere un ciclo in cui le lettere a, ed rr, fossero negli stessi posti clic occu- 
pano in S, perché la trasformata di 8 si ottiene, sostituendo a ciascuna lettera di 
S quella che le fa succedere L’, ed L' fa succedere -ad a, la stessa a, ed ad a, la 
stessa n t ; quindi, nell'ipotesi fatta, II conterrebbe due sostituzioni S ed S' clic 
scambierebbero n, con rr, , il che è impossibile. Or poiché L' trasforma 8 in se 
slessa, e non sposta le lettere il, ed a, del ciclo (api, ...) , non dovrà spostare le 
rimanenti p — 2 lettere di questo ciclo, quindi le sostituzioni di L clic non spostano 
n, ed a, non possono far prendere ad una lettera <i p ., , non compresa nel detto 
ciclo, elio « + l - p posti diversi. Inondo il numero dello sostituzioni di L che non 
spostano u, ed ri, è al più uguale al prodotto di n + 1 — p pel numero delle so- 
stituzioni di L clic non spostano a,.ci,, n„ +l . 

Il deve contenere una sostituzione 8' clic fa succedere u^, ad n„ ed i) gruppo 
II' formato da 8, ila 8' e dalle loro derivate, quindi se p'è l'ordine di II. sarà p’ 
un divisore dell'ordine n+ 1 di II. e siccome li’ contiene S. sarà l' ordino di S un 
divisore di p', ma p è un divisolo dell'ordine di S,. dunque p i: un divisore di}/. 
Le sostituzioni di L ebe non spostano ci„ ri., n^,. trasformando S ed 8' in se stesse, 
trasformeranno anche in se stesse le rimanenti sostituzioni di 11', e quindi non 
sposteranno le p' lettere clic le p' sostituzioni di II' -fanno succedere ad laonde 
per queste sostituzioni di L una lettera u v non può prendere clic n+'I -p' posti, 
e perciò il loro numero è al più uguale al prodotto di ti • I— j/ pel numero delle 
sostituzioni di L clic non spostano n p „. a,. 
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Seguitando ìillo stesso nitido (incitò si giunge alle sostituzioni clic min spostano 
alcuna lettera, le quali si riducono alla sostituzione I, si Ita clic l'ordine di L non 
può superare 

» (« + 1) (n + 1 - J>) (« + I - p'i ... I ; 

ina qticstn numero dare essere divisibile per l'altro (»+!)• 1 -2-3 ... (v — I), dun- 
que si ita 

1 -2 -3 ... (v — I) < n (» + I — p; n -f- I - p') ... 1. 

Ma i fattori del 2“ membro di questa disuguaglianza sono, ad eccezione del I", mi- 
mori ili n, ed il loro numero non può superare il minierò a ilei fattori primi uguali 
e disuguali di ntt, perchè p, p' ctc. sono divisori ili liti e ciascuno è multiplo 
del precedente, dunque con più ragione si ha 

1 -2-3 ... (v - 1) < n®. 

73. TeoniiMA 2.°— Se le sostituzioni di un gruppo G di n + v ledere spostano 

meno di n+1 lettere, esso non può essere v volte transitivo se non si verifica 

ulema delle seguenti condizioni: 

, „ = . 1-2-3...V 

1.° per v > 4, 2 < » ! 

essendo u' un numero minore di n— I, ed a il numero dei [ultori primi di u’t t; 



V v - 1) = 

2.* per v > 12 

a <"• 


2v - 3 = 

3.° per v > 12 

— — — v , n, 


*1 

essendo q il numero primo 

immediatamente maggiore di " , 

4.° per v < 12 

< 

A II 

Dividiamo le n + v lettere di 

(ì nei due sistemi x t . x, ... x v 


essendo v volte transitivo, contiene un gruppo intransitivo II, formato dalle sosti- 
luzioni clic non spostano x„x t . x 3 ...x,: e le lettore a t , si possono di- 

videre in sistemi a, a',...; b, V , tali elio le lettere di ciascune siano tra loro 
permutate transitivamente dalle sostituzioni di If. 

l e sostituzioni di G, clic permutano x„ x t ... x v . sono della forum All. A'U' eie., 
esse otto A, A' ctc. delle sostituzioni clic permutano in tutt'i modi possibili le delle 
lellere, e lì, II' ctc. delle sostituzioni clic permutano a„ ff t ... a a . Indichiamo con I 
il gruppo formato dalle sostituzioni A lì , A'JT, ctc. nelle quali A, V e.tc. dinotano 
sostituzioni equivalenti ad un numero pari di trasposizioni bitte sulle lettere x,.x,...T r . 
I.c sostituzioni di I sono permutabili ad II, infatti, se IT è una sostituzione di II, 
la trasformala di Li 1 per mezzo di A’B' sarti 

A TU {AT}-* = A'A'-'B’inr* = B'H B'-*; 

nm questa sostituzione appartiene a 0 e non sposta le lettere x,. r. ... r v . quindi 
fa parte di 11, e poiché le sostituzioni di II permutano tra loro le lettere di eia- 
semi sistema, la .sostituzioni di I debbono scambiare le lettere di un sistema con 
quelle ili un altro. 
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7‘J. Or supponiamo che il sistema n, a' die intendiamo t rinato da n'+'/ 

lettere, soddisfi alle due seguenti condizioni: 1® elio nitrii sostituzione di l permuti 
le lettere di questo sistema con altre del medesimo sistema: 2" clu: ciascuna so- 
stituzione di I, non contenuta in II, sposti delle lettere di questo sistema. 

Le sostituzioni di li sono della Torma h'k‘, li"lt" etc., essendo li', h" ctc. delle 
sostituzioni sopra le lettere a, a'..., e k', li" etc. delle sostituzioni sopra le lettere 
dei rimanenti sistemi. Il gruppo transitivo ft = (fi'. fi", ctc.) non contiene il gruppo 
alternato corrispondente alle lettere a, a',... Infatti, se indichiamo con b lo spo- 
stamento Tatto nelle lettere a, ... dalla sostituzione All di I, lo spostamento fatto 
nelle medesime lettere da A*B* sari! b* ed equivarrà ad un mimerò pari di traspo- 
sizioni, or, se b* = h% la sostituzione A’B* (fi'f;')* 1 non sposterebbe le lettere del si- 
stema a, o', ... , ma essa appartiene ad I, perché fa parte di U e non sposta x,, x,..., 
quindi una sostituzione di I, non contenuta in II, non sposterebbe le Ietterò del 
sistema in parola, il che è contrario all’ipotesi fatta, dunque fi, non potendo conte* 
nere ia sostituzione b 1 corrispondente ad un numero pari di trasposizioni Tutte sopra 
a, a\ ... , non contiene il gruppo alternato di queste lettere. 

80. Supponiamo che fi sia h' volte transitivo, e clic le sue sostituzioni non spo- 
stino meno di n'4-1 lettere. Dividiamo le lettere a, a’,... nelle due classi 
n„ Oj, a 3 ... <v*,. Le sostituzioni di fi elio non spostano le lettere della 1" classe 
formano un gruppo g semplicemente transitivo, perché fi è v' volte transitivo e le 
sostituzioni ili g lasciano fisse v'— I lettere. L'ordine di g é n' 4 1, ed il numero 
delle sostituzioni fatte sulle lettere della 2“ classe e permutabili a g non può su- 
perara (n' 4- 1) n' 1 , dinotando con a' il numero dei fattori primi di n'4-1. 

Indichiamo con g,.g. ctc. le sostituzioni di g , e con G,, G, ctc. le n'4-1 so- 
stituzioni corrispondenti di il. Sia VII' una sostituzione di I clic scambia y,,y t . ..t/»*— » 
rispettivamente colf altre z,, : t . .. s v -_,. il gruppo h, essendo v' volte transitivo, 
contiene una sostituzione h' clic scambia z„ z, ...z,._,, rispettivamente coni/,, ;/,... y v ._„ 
perciò, dinotando con li' la sostituzione di li ette produce lo spostamento fi', falli-a 
A'II'H' non sposta le lettere y\, t/ t ... !/V-n e lo stesso succede per le »' + I so- 
stituzioni A'Il’ll'G,, A'Il'U'Gj cte. , le quali producono nelle lettere a,, n„ . . . «„. +1 
gli spostamenti ?g„ $g t ctc., indicando con J lo spostamento fatto in queste let- 
tere da A'ft'll'. Similmente se indichiamo con A" 11" un’altra sostituzione di 1, in 
cui A" é diversa da A', e dinotiamo con li" una sostituzione di II clic produce per 
le lettere t/i, Vt, ••• !/v— ! uno spostamento contrario a quello formato da A"B" pel- 
le medesime lettere, A"B"II" non sposterà !/',, y'j ... !/',-_i. come anello l’altro n'4-1 
A "inni,. A"B''G''G t eie-, le quali producono nelle lettere a,, a, ... gli s|mi- 
stamenlì $‘g,,$'g t eie., indicando con lo spostamento operalo nelle medesime 
lettere da A"H"II". Seguitando allo stesso modo , si avranno tante serie di n' -t- 1 
sostituzioni analoghe alle già formate. 

?5i- ?»«.••• ’. ?'3i, h '<Jr ••• 

I.2.3...0 

quante sono le sostituzioni diverse A’, A', ctc., ossia — - — serie. 
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Tulle le sostituzioni gg, ctc. di una medesima serie sono evidentemente diverse, 
e lo sono anche due sostituzioni appartenenti a serie diverse; infatti se si avesse 
fg, = f'g,, sostituzione 

A'B'Ii'G, (A''B"II''G,)-' = VA"-' (B’II'G,) (B"H"G,)" , t 

la quale appartiene ad I e non ad II, spostando le lettere x„ x t , ... lascierebbe 
immobili le lettere n„ n,, ... a H +„ il elio è contrario all'ipotesi fatta. 

Le sostituzioni gg, ..., f'g, ....... sono permutabili al gruppo ;/. Infatti se in- 
dichiamo con Il p una sostituzione del gruppo K, formalo dalle sostituzioni di 11 clic 
non spostano t/,, y,, ... j/y_„ la trasformata di H p per mezzo di A'B'II'G, sarà una 
sostituzione di G che non sposterà x,,x, . ..x v , e neppure l'altro y„ y„ . ..y v ._„ 
perciò sarà una sostituzione di K, ma possiamo porro A'B'II'G, =a?g„ ed ll p =aV/,, 
indicando con a ed a' gli spostamenti prodotti da A'B'II'G, e da II,, nelle lettere 
diverse da . . . a„- + , , perciò l'indicata trasformata può essere rappresentata 

nel moilo seguente 

arili a 'g, (a ?</,)-' = aa'a-'?g, (g„l (?</,)“’, 

donde si rileva che frMg,) ?g,P debba essere una sostituzione fatta sopra «„ n, . .o. v „ 

r 1 .2.3. • .V 

ossia clic debba essere una sostituzione di g, dunque le (n’+ 1) ■ ^ ' ■ sostitu- 

zioni (Sg,, fg, ctc. sono permutabili a g, e perciò deve essere 


donde 


(*' + I) 


1.2.3.. .V = 

2 < 

1 .9.3.. .V = 

2 < 


(»' + l) n'*\ 


essendo il’ < il' + v’ ed n' + v' < n donde n' < « — 1 . 

81. Or supponiamo che le sostituzioni di h spostino meno di n' + 1 lettere. 
Dividiamo le lettere di h nelle due classi y, , y„ ... y,. ; «„ o, ... a„.. Le sostituzioni 
di li che non spostano le lettere della 1* classe formano un gruppo intransitivo, 
perchè h è v' volte transitivo, per conseguenza 6 pure intransitivo per rispetto 
ad a„ a, . . . il gruppo li, formato dalle sostituzioni di li che non spostano 
Va !/!)••• !/v' ,na sc un gruppo è intransitivo per rispetto ad alcune delle sue let- 
tere, lo è anche per rispetto al complesso di tutte le sue lettere, dunque 11, è in- 
transitivo per rispetto alle n-fv lettere di G, escludendovi x,,x,...x v ; y„y t . ..y v . 
che restano immobili nelle sostituzioni di 11,. 

Le sostituzioni del gruppo I,, formalo dalle sostituzioni di I che non spostami 
VnVt — !/»■> sono permutabili ad li,. Infatti sia A'B' una sostituzione di I, ed II' 
una sostituzione di 11,, la trasformata di 11’ per mezzo di A'B' è 

A'Bf (A'B’)-' = A'A'-'BTI'B'-' = BUTT', 

ma essa appartiene a G, non sposta x,,x,...x„ e nemmeno y, , y, ... y v - , perchè 
IT ed IT non contengono queste lettere, dunque essa appartiene ad 11,. 
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Inoltre le sostituzioni ili I, permutano in tutl'i modi possiliili le lettere 
Invero indichiamo con .V uno spostamento di queste lettere, c con Ali’ la sosti- 
tuzione corrispondente di I. Supponiamo clic A’B* scambi! y„ con z„ 

Il, essendo v' volte transitivo per rispetto ad a, ...a,., contiene una sostituzione 

11' clic scambia z,.z, ... r v . con j/,, j/ a ... y v , quindi la sostituzione A'B'll' non sposta 
Vi', !/», ••• !//, ma essa appartiene ad I, dunque fa parto di 1,, ina essa permuta le 
lettere x,, r, ...x, secondo la sostituzione A', dunque le sosliluzioni di I, permutano 
in tult'i modi possibili In lettere r„ .r,...,r v . 

Or se dalle n-fv lettere di (ì escludiamo .r,, y,. y* — »/ v , le rimanenti 

possono essere divise in sistemi tali clic le lettere di ciascuno siano tra loro per- 
mutale dalle sostituzioni di II,, per essere questo gruppo intransitivo per rispetto 
all' anzidetto lettere. K siccome li, è permutabile a tutte lo sostituzioni di I,, queste 
scambiano le lettere di ciascun sistema con quelle di un altro. 

Se tra questi sistemi ve u'ò uno clic soddisfa alle due condizioni: 1“ clic per 
ciascuna sostituzione di 1, le lettere di questo sistema sono scambiate con altre 
dello stesso sistema: 2" clic ogni sostituzione dii, non compresa in li, sposta delle 
lettere di questo sistema: allora ragionando sopra II, ed I, come si b fallo sopra 
Il ed I, si perviene ad un limile simile a quello innanzi statuito, ovvero si lianno 
altri due gruppi II t ed I*, condizionati come II, ed I,, le cui sostituzioni oltre le 
lettere y, , y t . ..!/,■ non spostano l' altre z,. r,...sy. Si può ragionare sopra II, ed I, 
come si è fatto su di 11 ed I, e cosi di seguito. Continuando questo ragionamento 
necessariamente si deve giungere o ad mi limite simile a quello già «lato, ovvero 
a due gruppi 1I„ ed 1„ tali elio dividendo le lettere del gruppo intransitivo II„ in 
sistemi, non vi sia alcuno di questi sistemi clic soddisfi alle «lue condizioni innanzi 
riferite, poiché al! rimonti vi sarebbe una serie indefinita «li gruppi 11,, li, ctc. nei 
quali il numero delle ledere va sempre diminuendo, o quindi vi sarebbe un numero 
indefinito di numeri minori di n, il clic È impossibile. 

Supponiamo clic Rincontrino i due gruppi II„ ed I„ innanzi detti. Allora i si- 
stemi in cui si dividono le lettere di ll„ si possono distìnguere in due catcgoiic, 
raccogliendo nella 1* quei sistemi tali clic le lettere di ciascuno sono scambiate 
con lettere del medesimo sistema dallo sostituzioni di 1„, c nella 2 1 quei sistemi 
le cui lettere sono scambiate con quelle ili un altro da alcune sostituzioni di J„. 

82. In contiene delle sostituzioni clic non spostano le lettere ili tutl'i sistemi 
della 1" cateijoria. 

Siano S, S„ S, ctc. questi sistemi. Per ciascuno di essi vi debbono essere delle 
sostituzioni di I„ clic non spostano le sue lettere, altrimenti vi sarebbe un sistema 
le cui lettere sarebbero permutate da tutte le sosliluzioni di 1„, il che è contrario 
all'ipotesi falla. Or sia A,B, una sostituzione di 1„ clic non sposta le lettere di S. 
Le trasformate di A, II, per mezzo delle altre sostituzioni di I v nemmeno spostano 
«lucslc lettere , perchè le sostituzioni di I„ fanno succedere alle lettere di S altre 
lettere dello stesso S, c siccome A,B, non contiene le lettere di S, le trasformate 
di A, 11,, clic si ottengono sostituendo alle lettere contenute in A,B, quelle clic a 
queste fanno succedere le sostituzioni trasformanti, neppure contengono le lettere 
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di S, c Io slcsso succede di tutte le derivate A,B„ A',B', de. di queste trasformate. 
Questo derivate formano un gruppo il quale è contenuto in f„ ed ò permutabile alle 
sue sostituzioni, quindi anche il gruppo (A,, A',...), formato dagli spostamenti clic 
A,B,, A',B', cte. producono nelle lettere x,, etc. 6 contenuto nell'altro (A, A',...), 
formato dagli spostamenti che le sostituzioni di I„ fanno nelle medesime lettere , 
ed è permutabile alle sue sostituzioni, ma il gruppo (A, A* etc.) non può contenere 
un' altro gruppo a cui le sue sostituzioni siano permutabili (33) , dunque deve es- 
sere (A, A’ etc.) identico ad (A,, A', etc.). 

Sia A'B' una sostituzione di I„ che non sposta le lettere di S,,-cd A, una so- 
stituzione di (A,, A', etc.) non mutabile con A'. La sostituzione 
(A'B')-' (A,B,)— ' AWA,B| = A,B, 

non sposta le lettere dei due sistemi S ed S,, poiché se A'B' spostasse le lettere 
*di S , non contenendosi queste lettere in (A,B,)-’, la permutazione fatta sulle let- 
tere di S da A'B' verrebbe distrutta dalla permutazione contraria fatta da (A’B')-', 
quindi A,B t non sposta le lettere di S, similmente si dimostrerebbe che non sposta 
quelle di S,. E poiché AjB, produce nelle lettere x,,x, etc. lo spostamento indicato 
da A’-'Aj-’A'A,, che è diverso da t, per essere A' ed A, due sostituzioni non per- 
mutabili tra loro, A t B t appartiene ad I„ e non ad Il„. Le trasformate di A,Bj per 
mezzo delle sostituzioni di I„, e le loro derivate A,B,. A',11', etc. non spostano le 
lettere di S e di S,, ed il gruppo (A,. A', eie.) 6 identico ad (A, A' etc.). 

Vello stesso modo si potrebbero formare delle sostituzioni A,B V A ' 3 B', etc. le 
quali non spostassero le lettere di S, S, , S,, ed il gruppo (Aj,A' s etc.) sarebbe 
identico ad (A, A', etc.), e continuando nella stessa guisa si giungerebbe a trovare 
delle sostituzioni di !„ che non sposterebbero le lettere di tutt'i sistemi della 1° 
categoria. 

La proposizione dimostrata conduce alle due seguenti. 

83. Le sostituzioni ili 1„ si ricavano dalle sostituzioni di I. che non spostano 
le lettere dei sistemi di 1* categoria e dalle sostituzioni di ll„. 

Supponiamo elio i' sistemi di 1* categoria siano i tre S, S, , S, , e quindi 
AjBj, AjBj eie. le -sostituzioni di I„ che non spostano le lettere dei sistemi «ti 1* 
categoria, inoltre sia A' la sostituzione di (A, A'...) che è identica alla sostituzione 
A, del gruppo (A,, A’j...). La sostituzione 

A'B’ (AjBj)-’ = Bit, -1 

appartiene ad l„, ed anche ad !!„, perché non sposta le lettere x,, x, etc. Or, po- 
nendo ll'Bj-’ = C, si ha A'B' (AjBj- 1 C, donde A'B' = C • A a Bj , il clic dimostra la 
proposizione 

84. Vi esistono sistemi di 2-' categoria. 

Se questi non esistessero, le sostituzioni AjB,, A'jB' s etc. sposterebbero le sole, 
v lettere ,r,..r, .... il clic è impossibile, perchè le sostituzioni di un gruppo v volte 
transitivo debbono spostare più di v reitero (30). 

8.-]. Dividiamo i sistemi di 2* categoria in classi, raccogliendo nella medesima 
classe quelli che sono transitivamente permutati dalle sostituzioni di I„, e elio perciò 

8 
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sono formati dallo stesso numero di lettere, allora possiamo stabilire la seguente 
proposizione 

Ogni sostituzione di I„ non contenuta in !!„ sposta dei sistemi di ciascuna 
classe. 

Indichiamo con r una di queste classi, e supponiamo clic la sostituzione ATI' 
di I„, non contenuta in IT,, non sposti i sistemi di r. Poiché le sostituzioni di I, 
scambiano i sistemi di r con altri sistcnd della stessa r, ed A’B’ non contiene 
scambii di questi sistemi, neppure ve ne saranno nelle trasformate di A'B' per 
mezzo delle sostituzioni di I, e nelle derivate da queste trasformate, A,B„ A',B', etc. 
Ora con un ragionamento analogo a quello fatto antecedentemente si dimostrerebbe 
che (A„ A', etc.) sarebbe identico ad (A, A', etc.), e che I, risulterebbe dalle sosti- 
tuzioni A,B„ A',B', etc. e da quelle di II„, ma questo è impossibile, perchè nè le 
sostituzioni A,B„ A',Iì' t etc. nè quelle di II, permutano i sistemi di r, mentre questi 
sistemi sono permutati transitivamente dalle sostituzioni di I„, dunque è falsa l'i- 
potesi clic vi siano in I, delle sostituzioni clic non spostano i sistemi di una classe. 

Se indichiamo con E, E' etc. gli spostamenti dei sistemi di r prodotti dalle 
sostituzioni AB, AH' eie. di I,, sarà E — E', se A = A', e viceversa. Infatti lo spo- 
stamento prodotto negli anzidetti sistemi da Ar>(A'B') -1 è EE’ - ’, ma AB(A'B')' , -IÌIS‘ M , 
appartenendo ad li,, non può dare spostamenti di sistemi, quindi EE ,_ *=1, donde 
E = E'. Se E = E’, dovrà essere EE’~' = 1. e quindi Al! (A'B'j -1 dovrà appartenere 
ad 1!„, il che importa che si abbia AA ,- * = t donde A = A*. 

Da questa proposizione risultano le due seguenti: 

8G. Indicando con p il numero dei sistemi di r, dece essere 


donde v |z. 

1-2.3 v 

Poiché il numero delle sostituzioni A, A’ etc. è * ,-c quello delle pcrmu- 

mutazioni dei p sistemi di r non può superare t-2...p. 

87. Il gruppo (E, E'...) è transitivo ed isomorfo senza meriedria all' altro 
(A, A'...). 

Infatti ad ogni sostituzione A corrisponde una sostituzione E, ed al prodotto 
di due sostituzioni A corrisponde il prodotto delle sostituzioni corrispondenti E. 

88. Or poiché il gruppo (E. E'...) 6 isomorfo all'altro (A, A’...), vi deve essere 
una funzione F,, dì as, , x, ... x v tale che, se s'indicano con F, , F,, F, ... i valori 
diversi che assume quando sulle sue lettere si operano le sostituzioni di (A, A' etc.), 
e nelle sostituzioni E, E' etc. si scambiano convenientemente i sistemi di r collo 
lettere F,, F, etc., si hanno le sostituzioni per mezzo delle quali dalla permutazione 
F, F, F s ... si passa a quelle clic si ottengono operando sulle lettere .r, .r, etc. di 
ciascuno dei fattori F, , F, etc. le sostituzioni di (A, A' ole.). Quindi il numero p 
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dei sistemi di r deve essere uguale al numero dei valori diversi di F,, e perciò uguale 
1 • 2 • 3« • v 

al quoziente di & , ordine del gruppo (A, A' ctc.), pel numero delle sosti- 

tuzioni di (A, A’, eie.) che non alterano F,. Possono darsi due casi: 1° clic tra lo 
funzioni corrispondenti alle diverse classi ve n' esista almeno una che non sia sim- 
metrica per rispetto a v — 1 delle lettere x,, : 2° che tutte le funzioni corri- 

spondenti alle diverse classi siano simmetriche per rispetto a v — 1 delle dette lettere. 

89. 1° Caso. — Sia la funzione F, , corrispondente alla classo r, non simme- 
trica per rispetto a v — 1 lettere. Se F, ò simmetrica o alternata per rispetto a 
v — 2 lettere e non simmetrica per rispetto allo due rimanenti, essa non deve va- 
riare per tutto le sostituzioni del gruppo alternato fatte sulle v — 2 lettere per ri- 

1 . 2*3 ty _ 2 ) 

spetto a cui 6 simmetrica o alternata, ed il loro numero è -. Ma se 


F„ essendo simmetrica per rispetto a v — 2 lettere, 6 simmetrica per rispetto alle 

1-2. (v-2) 

due rimanenti lettere, essa non varia per le anzidetto sostituzioni, 

come anche per quelle che si ottengono moltiplicando per la trasposizione formata 
dalle due lettere rimanenti per ciascuna delle sostituzioni formate da un numero 

1-2 ..v-2 

impari di trasposizioni fatte sulle v-2 lettere, ma queste sono ^ > quindi 


in questo caso F, non varia per 1 -2. ..(v-2) sostituzioni del gruppo alternato (A, A’...). 
Se F, non 6 simmetrica nè alternata per rispetto a v — 2 lettere, ed 6 v > 12, il 
numero dei valori che può prendere è superiore a v(v - 1) (73), perciò il numero 
totale delle sostituzioni che non alterano F, 6 minore di t -2 ... (v — 2), e con piò 
ragione è minore di questo numero quello delle sostituzioni del gruppo alternato 
clic non alterano F,. Quindi se v > 12, sarà 


,=v(v-t) 


ma g > v (85) e v < n, dunque sarà 


n 


= v (v — 1) 
> 2 ’ 


90. 2° Caso. — Essendo F, simmetrica o alternata per rispetto a v— 1 lettere, 
il numero delle sostituzioni del gruppo alternato (A, A', ctc.) che non l'alterano è 

* ^ 3 g '^ V ~ i quindi deve essere |z=v. Similmente, se indichiamo coit g', g" cte. 

i numeri dei sistemi che compongono l'altro classi, deve essere g'=g"= ...- v. 

91. Or, se indichiamo con tu, m', m" ctc. i numeri delle lettere clic compongono 
i sistemi delle diverse classi, e supptaiam i elio hi sia il piò grande di essi, pos- 
siamo distinguere duo rasi: t° elio non esista alcun numero primo minore di v e 
maggióre di m : T clic esistano dei numeri primi che soddisfano alla delta con- 
dizione. 
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02. 1“ Caso. — Tra v e 


v- 1 


esiste sempre un numero primo (Scrrct Algebra 


V — 1 

superiore Se. III. Ca. IV.), perciò sarà m> — ^ — , e con più ragione 


(m + vi' + ni' + ...) v > 


v.{v- 1) 


ina 

dunque sarà 


(m + to' + m" + ...) v = mg + m'g' + 


n 


= v(v-l) 
> 2 ’ 


< 


n, 


93. 2° Caso. — Indichiamo con p il più piccolo numero primo minore di v e 
maggiore di m. Poiché il gruppo alternato (A, A’, etc.) contiene, tutte le sostituzioni 
equivalenti ad un numero pari di Irnsposizioni, conterrà la sostituzione circolare 
formata da p qualunque delle lettere j,. .t, ...r v . Sia A’B' questa sostituzione. A’B’ 
permuta circolarmente p sistemi di r, e di ciascun’ altra classe. Infatti se F, non 
é simmetrica per rispetto ad x, , F, Io sarà per rispetto ad nn' altra lettera x, . 
Fj lo sarà per rispetto ad una terza lettera x,. e cosi di seguito, ma lo scambio 
di due valori di F, corrisponde allo scambio di due sistcnd di r, quindi A'D' per- 
muta circolarmente p sistemi di r. Similmente si dimostrerebbe che A'B' permuta 
circolarmente p sistemi di ciascun altra classe. Ma A'B’ oltre dello spostare circo- 
larmente p sistemi di ciascuna classe , potrebbe permutare tra loro le lettere di 
alcuni sistemi. Indichiamo con u, to', w" etc. gli ordini dei cicli clic producono 
queste permutazioni. Poiché w, w’ etc. al più sono uguali ad in, saranno primi con j>. 
quindi il loro minimo multiplo, che, indichiamo con p, sarà primo con p, donde 
segue che la sostituzione (A'B';? sposterà p delie lettere *„ x s etc., e. permutando 
circolarmente p sistemi di ciascuna classe, sposterà pm-t p'm' + clc. delle lettere 
perciò in tutto sposterà p + pm+p'ni + etc. lettere. Ma ogni sostituzione 
del gruppo (All, A’B') non può spostare meno di 2v-3 lettere (31), dunque sarà 


donde 

e quindi 
ma 

dunque sarà 


p ; 1 I in + to' 4- ...) C 2v - 3, 

, - 2v - 3 

III + TO + ... 1, 


— /<>v _ 3 \ 

(»u + to' + ...)v > 1 J v. 

(m + to’ + ...) v — mg 4 - m'jz’ + ... ~ n .• 


Ma essendo e/ il numero primo immediatamente superiore a *, esso sarà maggiore 
di m + to' + ... , e perciò almeno uguale a p, adunque con più ragione si avrà 

= /2v-3 A 

n >(— -v v - 
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94. Se v < 12 ed uno dei numeri m, m' eie. è maggiore di t, sarà 


mg + >ny + ... > (m + m' + ...) v 2v. 


Ma se tutt’ i numeri m, m'ctc. sono uguali ad 1, le sostituzioni dì II„ non sposte- 
ranno le lettere delle diverse classi, ma debbono spostare almeno 2v-3 lettere {31), 
dunque le lettere che compongono queste classi debbono essere al più n— 2v + 3, 
quindi sarà 

mg + m'p' + ... ~ a — 2v + 3 . 
ovvero, essendo g = g' = ... = v, 

{m 4- m' + . ..) v ~ n — 2v + 3, 

donde si ha la relazione 

n “ v {m + to' + ... + 2) v — 3 “ 2v 


la quale si veriQca anche nel caso che i numeri m, to' ctc. si riducono ad un solo, 
essendo v> 4. 

Se v>7 ed m~3, essendo 

- > < 

nqi + m'|i' + ... = (m + m' ...) v ^ ?i, 


sarù 


n > 3v. 


i » 


Ma se m < 3 e v > 7, essendo il numero primo immediatamente superiore ad ^ al- 
meno uguale a 3. sarà almeno 


e quindi sarà anche 


2v - 3 12 . 

— > i‘ i - 

n > 3v. 
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PARTE SECONDA 


PROPRIETÀ DEI. LE CONORUENZE RELATIVE ALLE SOSTITUZIONI LINEARI 

CAPO l.° 

Teorica di Galols. 

95. Una funzione intera F far) iliccsi divisibile per un altra f(*ì secondo il mo- 
dulo primo p se si ha la relazione 

Fw-rwiw+ptw, 

essendo <f{x) e <l[xl due funzioni intere. 

Tna funzione intera F (x) diccsi irriducibile secondo il modulo p quando non 
è divisibile per alcuna funzione intera di grado inferiore al suo ed il enefllcientc 
della pili alla potenza di x è uguale ad I. 

Dividendo una funzione intera F(x) per un'altra irriducibile f{x) di grado v si 
ha un resto che può essere rappresentato da ?(x) + p’i(x), essendo ?{x) un poli- 
nomio nel quale il grado è al più v-l, ed i coefTicienti dei numeri compresi Ira 
0 e p. Chiameremo ?(x) il valore ridotto di F(x) secondo il modulo p e seco ’i do 
la funzione modulare f(xj. 

La funzione 5(1), essendo della forma 

a 0 x , - , + + ...... 

e potendo 1 coefficienti <t # , n, ctc. variare da 0 a p, può assumere ;>* valori diversi 
tra i quali si comprendono i seguenti 

0. 1, 2 p- I, 

quindi se si esclude 0, si hanno p v — 1 funzioni ridotte secondo il modulo p e se- 
condo la funzione modulare l\x). 

96. Teorema 1.® — Se il prodotto delle due funzioni intere F (x), F,(z) i) di- 
risibile secondo il modulo p per la funzione irriducibile fjxl . uno di esse deve 
esser divisibile per f (x). 

È evidente che se F (x) ed F, (x) ammettono un divisore comune, questo debba 
dividere il resto della loro divisione, e viceversa, quindi si cercherà il massimo co- 

(*) Abbiamo creduto opportuno di esporre immediatamente prima del trattato delle 
sostituzioni lineari tuttp quello cognizioni sulle congruenze a modulo primo clic servono 
ad esso di sostrato. Gli Autori che ci hanno servito per la compilazione di questa 3* parto 
sono Sekket Couri <i" Algebre supericure, Dekichlet Vorlcsungrn il ber Zahlen tlieorie. Jordan 
Traiti dee lubslilulions. 
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mun divisore di F(i) ed F, (x) per mezzo della divisione. Di qui risulta che, essendo 
f[x) una funzione irriducibile, il massimo comun divisore tra F(x) ed f[x) non possa 
essere che uno, supposto che la prima non sia divisibile per la seconda, e perciò 
il massimo commi divisore tra F(i)F,[x) ed F, (aj f[x) non sarà che F,(x); ma i 
due prodotti F(x) F, ;x) cd F, [x] f{x) sono ambedue divisibili per f(x ) , dunque lo 
dovrà essere anche il loro massimo comun divisore, donde si deduce che F,(x) do- 
vrà esser divisibile per f(x). 

Coroli.amo. — Una f unzione F(x) non irriducibile può in un sol modo esser 
scomposto in fattori irriducibili. 

Infatti supponiamo che si abbia 

oF (*) = f(a) f t (x) /j(x) ... = ? (x) <f,(x) fc(x) ...{modp). 
essendo a un numero che moltiplicato pel coefficiente della più alta potenza di x 
in F(x) dia un prodotto congruo ad I. 

Ogni fattore del 1° prodotto divido il 2", quindi dovrà dividere uno dei suoi 
fattori, ma questi sono tutti irriducibili, dunque deve essere uguale ad uno di essi. 
Analogamente si dimostrerebbe clic ogni fattore del 2° dovrà avere il suo uguale 
nel 1‘, dunque i due prodotti saranno identici. 

97. Teorema 2.® — Siano X , , X, ... X m delle funzioni di x ridotte secondo il 
modulo p e la funzione modulare f(x), ed F(X) uno funzione intera di X di grado 

in, avendo per coefficienti delle funzioni intére di x. Se F(X,),F(X t ) F (X a 'i 

sono lutti divisibili per f{x), si avrò identicamente 

F(X) = A 0 (X - X,)(X - X.) ... {X - XJ + /-(x) 9 (X, x) + p ?I (X, x) , 
essendo <?(X, x) e o, (X, x) due funzioni di X, ed x a coefficienti interi, ed A 0 il 
coefficiente, del 1° termine di F;X). 

Dividiamo F(X) per X — X, ed indichiamo con F, (X) il quoziente c con R, il 
residuo; indi dividiamo F,(X) per X — X„ cd indichiamo con F,(X) il quoziente e 
con R, il residuo, e cosi di seguito. Si avranno V uguaglianze 
F(X) = (X — X,) F,(X) -r II, 

F|(X) = (X — X t ) F,(X) + R, 

F*_,(X) = (X-XJ A 0 + R„. 

Sostituendo il valore di F m _, (X) in quello di F„_, (X), indi il valore risultante di 
F„-j(X) in F„_,(X), e cosi di seguito, si avrà un uguaglianza della forma 
F (X) = A 0 (X - X.) (X-X,) ... (X - XJ + e(X, x ) , 
essendo «(X, *) = R, + R,(X - X.) + ... + RJX - X.) ... (X - X m _,) , 

ina R, , R, , ... R w sono divisibili per f[x), essendo divisibili per f(x) i risultati che 
si ottengono sostituendo X, , X, ... X M in luogo di X in F(X), dunque dovrà essere 
e(X, *! divisibile per f[x), ossia sarà 

e (X, x) '= f(x) ip (X, x) + p<f , (X, *) , 
onde si deduce Y uguaglianza proposta. 


Digitized by Google 


)( 65 )( 


Corollario. — .'Voti vi può essere un' ultra funzione ridolla X’ diversa da 
X, , X, ... X m che sostituita in luogo di X in F(X) dia un risultalo divisibile per f{x) 
Infatti se vi fosse, dovrebbe essere 

F(XT = A„(X' - X,)(X' - X,) ... (X' - XJ + f(*)?(X', x) + M| (X\ s) , 
ma F(X') è divisibile per f(x), dunque lo dovrebbe essere anche il 2° membro, il 
che non è, perchè nessuno dei fattori del prodotto 

(X'-x.hx'-xj (X'-xj 

è divisibile per f(x). 

98. Se F(i) dinota una funzione intera di x a coefficienti interi, diremo radice 
reale della congruenza 

F(x) = 0 (mod p) 

ogni numero che sostituito in luogo di x rende F(x) divisibile per p. 

Se f{x) dinota una funzione irriducibile, la congruenza 
f(x) = 0 (tnod p) 

non può avere alcuna radice reale; poiché se ne avesse una, indicaudola con a: 
sarebbe /'(a) = 0(modp), ma f{x) — f[a) è divisibile per x — a, quindi se s'indica 
con M il quoziente sarebbe 

f(x) - f(a) = H(x - a) 

ovvero ' f[x) = M(x - o) (mod p' 

il che 6 impossibile. 

Ora, secondo l'idea di Galois, introduciamo nel calcolo un simbolo immagi- " 
nario i tale che sia 

fli) = 0 (mod j>) , 

e chiamiamo numeri complessi i risultati che si ottengono sostituendo i in luogo 
di x nelle funzioni ridotte secondo il modulo p.e la funzione modulare f(x), e ra- 
dice immaginaria di 

f(x) = 0 (mod p) 

ogni numero complesso che posto in luogo di x in f{x) da un risultato divisibile pur ftij. 

Ciò posto, se scomponendo F(x) in fattori irriducibili si ha 

“F(x) =/i(x) f t {x) f,[x) 

la congruenza F(x) = 0 (mod p) 

si scinderà nell'altra f t {x) = 0, fi(x) =0, f,{x) — 0 (mod pj , 

ma ciascuna di questa congruenza non può ammettere un numero di radici mag- 
giore del suo grado (97), quindi la proposta congruenza non può avere un numero 
di radici che superi il suo grado. 

99. Teorema 3.° — Se i è uno radice immaginaria della congruenza irriducibile 

f(x) = 0 (mod p) 

di grado v, i numeri complessi formati con i non che i reali 1,2,3 p — t 

saranno radici delta congruenza 

x pV -' -1=0 (mod p). 
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Indichiamo cou x, imo degl' indicati numeri c formiamone le potenze successive: 
abbiamo cosi la serie indetinita 

1 1 Xj , x,* , x, 3 

lidia quale debbono necessariamente essere comprese due potenze congrue secondo 
il modulo p, ossia tali clic la loro differenza sia divisibile per fri), perché p*"' sono 
i numeri reali o complessi incongrui secondo il modulo' p e la funzione fr(i). Suppo- 
niamo ehc x,"^* sia la prima potenza per la quale si abbia 

x, m ~* = x," iinod p) , 

ovvero x,"^," — 1) = 0 inod p ) , 

ma fri), non dividendo x,, non divide x,", dunque dovrà essere 

x,* - I s 0 (inod p). 


Inoltre x,* è la minima potenza di x, che sia congrua ad I, perchè se fosse 


x,*’ = 1 (mod pj , 

essendo n' < n, non sarebbe x," + * la potenza più prossima ad x,“ ebe fosse ad 
essa congrua. Di qui risulta che le potenze 

t , Xj , *,* x," 1 (1) 

sono tutte distinte, per modo che se non osistesse un altro numero reale o com- 
plesso incongruo alla (I), sarebbe n—p' 1 — I. 

Ma supponiamo che vi sia un altro numero x, non congruo alle il). Allora 
moltiplichiamo x s per ciascuna delle potenze (1) eri abbiamo la serie 


x, , x,»x, . x, 5 x, x," 1 Xj (2 1 

nella quale nessun termine è congruo a zero, perchè ciascuno dei due fattori che 
compongono uno qualunque di essi noti è divisibile per fri). Inoltre sono incongrui 
tra loro, perchè se fosse 

x,x, p =x,x,’ (mod p) , 

dovrebbe essere 


x, 1 * = x t » (mod p) , 

il che non è. lutine i medesimi numeri sono incongrui a quelli della serie (1), poi- 
ché se fosse 


sarebbe 


x,x, p = x, r (mod p) , 
x,x f " ~ x,*- p - t ' (mod p) , 


donile x, = x,* _p+r (mod p; , 

il che è impossibile. Adunque se non vi fossero altri numeri incongrui a quelli 
contenuti nelle serie il) e (2), sarebbe p v - 1 =2n. Ma se ve ne fosse un altro x,. 
si dimostrerebbe come prima che i numeri 

x, ,x,*x, ,x, J x, x.— x, (3) 

sono incongrui tra loro ed a queHi delle serie (1) e (2), quindi se non vi fossero 
altri numeri incongrui a quelli contenuti nelle serie ( l), (2), (3) sarebbe p v — 1 = 3». 
c cosi di seguito, per modo che » sarà un divisore di p” - 1, ed x^’ 1- ’ sarà di- 
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visibile per x, m — 1 , ma jr," — I è congruo a zero, dunque lo sarà anche x, p - 1 , 
cd x, sarà radice della congruenza 

x/ , ~ > -1=0 [mod p). 

Corollario. — La congruenza precedente ammette p v — 1 radici. 

100. Si dire che un numero l reale o complesso appartenga all'esponente n, 
quando (" è la più piccola potenza di l che sia congrua ad 1. 

Dalla dimostrazione del precedente teorema risulta che, se t è una delle ra- 
dici della precedente congruenza, debba essere n un divisore di p* — 1. 

Teorema 4.° — Se fjd) dinota quanti sono i numeri minori di d che sono 
primi con esso, ad ogni divisore d di p v — 1, corrispondono <f(d) numeri reali o 
complessi. 

Supponiamo che x, sia un numero reale o complesso che corrisponda al divi- 
sore n di p v — 1; allora i numeri 

*i" _l I 1 ) 

saranno incongrui c le loro potenze n m saranno congrue ad 1, per modo che i 
numeri (4) saranno radici della congruenza 

£"-1=0 (mod p) , 

ina questa congruenza non può avere più di n radici, dunque nella serie (4) bisogna 
trovare i numeri che corrispondono all' esponente n. Or supponiamo che x," cor- 
risponda a q, cosicché si abbia 

(£,")* = 1 (mod p) 
ovvero £,*» = 1 (mod p) , 

ma x, corrisponde ad n, dunque mq è divisibile per n: laonde se indichiamo con 

. fi 

S il massimo comun divisore di m ed n, dovrà essere q divisibile per ^ , perciò 
il minimo valore che può assumere q ò = , ma se m è primo con n, è 5 = 1 cd 
x,” corrisponde ad n, dunque o ad x, non corrisponde alcun esponente o nc cor- 
risponderanno ?(n); laonde se indichiamo con ij»(n) la totalità dei numeri reali e 
complessi che corrispondono ad h, o sarà i|>(n) = 0 ovvero t|i(n) = 8(n). 

Dividiamo i p v — 1 numeri reali e complessi non congrui tra loro in classi, riu- 
nendo quelli che appartengono allo stesso esponente, allora se osserviamo che uno 
di questi numeri non può appartenere che ad un solo divisore di p* — 1 , eri indi- 
chiamo con d, ,d t , d, ctc. i divisori di p v — t , avremo 

<Wd.) + + = p* - t . 

uia si ha anche ?(d,) + 9(d,l 4- ^(d,) + = p v - 1 , 

dunque sarà <ji(d,) + <|i(d,) + <|i(d 3 ) + = <?((!,) + ?(di) + <p(d,) 4- 

ma ciascun termine del 1" membro deve essere o zero ovvero uguale al termine 
corrispondente del 2°, dunque sarà generalmente 

<Hd) = ?(d). 
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Corollario. — Vi sono ?(p v — 1) numeri che corrispondono a p® — I . 

Questi si chiamano radici primitive della congruenza 
x p ' l ~’ — 1 = 0 (mod p). 

Similmente se a ì un divisore di p® — 1, i ?(n) numeri che appartengono ad n si 
dicono radici primitive della congruenza 

x* — 1 =0 (modp). 

101. Teorema 5.® — Se i è una radice della congruenza irriducibile 
f(x) = 0 (mod p) 

di grado v, essa ammetterà le altre radici 

i p ,i p ',i pt i" V ". 

Infatti sia f[i) = t® + mi* -1 + 

Innalziamo i due membri di quest'uguaglianza alle potenze p’ e sopprimiamo i mul- 
tipli di p c si avrà 

[/(i)]^ = + m pr i( , ' , ie r + (mod p) , 

ma, essendo m etc. numeri interi, pel teorema di Fermai, si ha 
• m pV = m 

quindi sarà (flt)] pr = i ipt + mi (,_, ’ pr + = f(i p ) , 

ma = 6 (mod p) , 

dunque sarà anche f(i p ') S 0 (mod p) , 

qualunque sia r. 

Ora le v radici i, i p , i p \... i* ”* sono incongrue. Poiché se si avesse 
/ = i pt (modp), 

essendo p < r < v, sarebbe 

[ai-' + tri-' + ...) p, =afi v -'' pr + bp-'j pr + ...=a(' , -" pf, + W' v - ,,pP + ... 

= (ai v -« + bi-* + ...) pl> 

quindi i p v — I numeri radici della congruenza 

i p,-, = 1 (modp) 

sarebbero anche radici dell'altra 

a/ - ’’— a- (modp) 

il che è impossibile perchè p r ~ f è minore di p v — 1. 

Osservazioni— S e <p(i) è una funzione qualunque di i, le funzioni ?(t), <p(t p ), . . ,p(? p ‘ 1 ( 
si dicono conjugate l'une dell’ altre 

Or se un intero complesso 9(1) sodisfa ad una congruenza F(x) = 0 i suoi con- 
iugati vi sodisfano ugualmente. 

Infatti per essere F(9(i)] = 0 è necessario che F [9 (i)] sia divisibile per f[x), 
ed allora tutte le radici di ^ (x) = 0 l' annulleranno e sarà F[9(i p )] = 0 etc. 
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102. Teorema 6.°— Qualunque sia il numero v esiste sempre una /fonatone 
irriducibile di grado v. 

Indichiamo con ?(x), ?'(*) eie. i fattori irriducibili in cui si può scomporre la 
funzione 

T x"' - x. 

È evidente che le radici delle congruenze 

q (x) = 0 (modp), q'(x) = 0 (modp) ... 
siano appunto le radici della congruenza 

x* — x=(modp). 

Supponiamo che X sia il grado della congruenza 

?(x)=0(modp 

c che 1 sia una delle sue radici, allora sarà 

i pX =i, p‘ + »=p, i pX+ *~t p, ... l 

quindi nella serie f, f p , l p ’, l pJ ... 

i soli termini l p \ l p **, l pl \.. 

saranno congrui ad I, ma si ha ! p =1. 
dunque X divide v. 

Ora supponiamo che sia v = q 3 , essendo q un numero primo. Se X è minore 
di v dovrà dividere q 3_l , ed 1 sarà la radice della congruenza 

x p =x 'modp), 


9 

che perciò la funzione X—x p — x sarà divisibile per q(x) e per tutti gli altri 
fattori <p'(x), <?" (x) etc. i cui gradi sono inferiori a v, ma tutti questi fattori sono disu- 

V , , 

guati , perchè tra x* 1 — x c la sua prima derivata -1 non ti e massimo comun divisore; 

dunque x p —x dovrà essere uguale al prodotto di tutt'i fattori q(x), q“{x) etc. 

i cui gradi sono minori di v , e per conseguenza il quoziente ^ di grado q 3 -q 3-1 
sarà uguale al prodotto dei fattori di grado v, il cui ninnerò sarà indicato da 
q'-q*-' 

V 

Supponiamo che sia v = q 3 r^... Siano j,j\ j"... radici di congruenze di gradi 
q 3 ,rP, st etc., si avrà 



ma v è divisibile per q 3 , r ? , s 1 etc., dunque sarà 

/=j, ?*’=?, 

donde Q j‘ 
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ed })'?...• sarà radice della congruenza 

i pV — x = 0(modp) 
e per conseguenza radice di una delle congruenze 

?(*) — 0, ?' (i) = 0, ? "(x) = 0„. (modp). 

Supponiamo che appartenga alla 1* di queste congruenze che è di grado X. 

Se X è minore di v. dovrà dividere uno dei numeri - , - , \ etc. Poniamo die di- 
v g r s 

vida - , allora sara , 

q Q 

{j > 


ma 




dunque sarà 



il che è impossibile, perchè 


v 

9 


non è divisibile per q x . per conseguenza è anche im- 


possibile che X sia minore di v, 

10?. Teorema 7.° — Se g', g", g"' etc. sono i gratti dei fattori irriducibili in 
cui si può scomporre la funzione intera F(x), e se s'indica conv = gd il miniato 
multiplo di g', g'\ g'" etc., la congruenza 


F (z) = 0 ;mod p) 

avrà g' + g" + g"'+ ... radici che saranno funzioni intere ili una radice imma- 
ginaria i di una congruenza irriducibile di grado v. 

Infatti se indichiamo con f ,x). f'(. r) etc. i fattori irriducibili di F(x), le radici 
delle congruenze proposte saranno appunto quelle dell' altre 
/V c) — 0, n*) = 0 ... (modp) 
le quali ammettono rispettivamente g, g\ g" etc radici. 

Ora indichiamo con j una radice della congruenza 


f[ x ì ^ 0 (modp) 

|1 

che è di grado g, si avrà / =-j 

e quindi • e wd_l) ^ ’... 


laonde le g radici di f[x) = 0 (modp) 


V * 

saranno altresì radici di x p 1 — 1=0 (modp), 

ina se i è una radice immaginaria di questa congruenza, tutte l' altre sono funzioni 
intere di t, dunque le radici di 

/■(*) = 0 (modp) 

sono funzioni intere di t. Lo stesso discorso 6 applicabile a ciascuna dell altre con- 
gruenze. 

f'(x)=r 0, f(*) = 0 ...(modp). 
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Corollario — Se indichiamo con x,,x,...x m le radici delle congruenze 
- F(x) = 0 (modp), (a) 

di grado m, e che abbia per coefficiente del 1 " termine 1 , sarà 

F (*) = (x- *,) (x - x J +• f[i) ? (x, t) + p?, (x, ») , 

ma f(<) 0 (modp) 

dunque sarà F(x) E= (x - x,) (x — x t ) ...(x — xj (modp) 

ponde si rileva: Che tra i coefficienti di F (*) e le radici della congruenza (a) esistono 
le «(esse relazioni che vi' sono tra i coefficienti del 1° membro di un' equazione 
ordinata e le sue radici, solo che i uguaglianze debbono mutarsi in congruenze. 

CAPO 2 ° 

Residui quadratici. 

104. Essendo p — 1 un divisore di p v -l saranno 9 (p — 1 ) i numeri che corri- 
sponderanno all'esponente p— 1. Questi saranno reali, perchè debbono sodisfare 
alla congruenza 

i*-* - 1 = 0 (modp) 

la quale non ammette radici immaginarie in forza del teorema di Fermai. Quindi 
se indichiamo con g uno di tali numeri, i termini della serie 

1. 0, 9*, f f~*, 

presi con altro ordine, saranno identici a quelli dell'altra 

1, 2, 3 pr-1. 

Teorema I . 0 — Se 5 indica il massimo cornuti divisore tra n<p-t e p-1, 
la congruenza 

x" = D (mod p), (1) 

in cut D dinota un numero reale ed intero, avrà 5 radici reali 0 non ne avrà 
alcuna, secondochè avrà luogo 0 non aerò luogo la congruenza 

p-i 

1 (modp). ' ( 2 ). 

Sia x 1 una radice reale della congruenza (1), ed abbiasi 
x’^gf, D = gì (modp), 

allora dovrà essere g"i’ = gì (modp), (3) 

ma nella serie 1 , g, g i ...g p ~', g p , g^‘ ... 

due termini sono tra loro congrui, quando la differenza dei loro esponenti è divi- 
sibile perp — 1 , ossia quando questi esponenti sono congrui secondo il modulo p — 1 , 
dunque dovrà essere 

Wf' — T (roodp — 1) ; ' (4) 

e reciprocamente se ha luogo quest’ ultima congruenza reggerà anche la (3) , ma 
la congruenza (4) non può esser verificata per alcun valore di y‘ se ri cp — 1 linnno 
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un massimo commi divisore 8 che non divide 7, c lo è per ò valori di 7' nel caso 
contrario, dunque la (1) 0 non ammetterà alcuna radice reale 0 ne ammetterà ò, 
secondochè 8 non divide D divide 7. Ma se ha luogo la ( 3 ), ponendovi gt in luogo 
di I), si ha p _, 

</ 7 3 = 1 (modp), 

c quindi 7 sarà divisibile per 8, c quante volte 7 non 6 divisibile per 8 non può 
esistere la (2), dunque resta dimostrata la proposizione enunciata. 

Corollario — Di qui segue che la congruenza 

** = D (modp) 

ammetterà radici reali quando si ha 

D * = 1 (modp). 

Ma il massimo comun divisore tra p - 1 c ** 2 - è , e si ha 

1* = 1 (modp), 

dunque ei saranno numeri D minori di p pei quali la congruenza 

* • 

x* = D (mod p) 

ammetterà radici reali. 

Questi numeri si dicono resti quadratici di p ed i rimanenti dei p -1 numeri 
minori di p si dicono non resti quadratici 0 semplicemente non resti di p. 

105 . TEonF.MA 2 .° — Il prodotto abe... sarà residuo quadratico 0 non residuo 
quadratico secondochè è pari 0 impari ti numero dei fattori che non sono residui. 
Pel teorema di Fermat si ha, qualunque sia il numero D, 

D p— • = 1 (modp) 

oyvero (d^ 1 — l) (lM*+ 1 ) = 0 (mod p) , 


e=i 

ma se D non è residuo D * — 1 , non è divisibile perp, dunque in questo caso do- 
vrà essere ^ 

D 1 s — 1 (modp), 


ma si ha 


fcl P-« p-i 

(nòe ...) * =a * -h * -c * ..., 


fci 

dunque (abc...) * sarà congruo ad 1 0 a — l, secondochè è pari 0 impari il nu- 
mero dei fattori del 2" membro clic sono congrui a - 1 . 


Legcndrc ha indicato col simbolo l'unità 0 meno l’unità, secondochè il 
numero m, non divisibile per p, è residuo 0 non residuo. Usando di questa nota- 
zione, il teorema precedente può esprimersi nel seguente modo 
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CAPO 3." 

Congruenze di V' grado a più ignote. 

106. Sia da risolversi la congruenza 

a,*, 1 + a.Xj 1 ~ k (modp). 

Poniamo ‘ «,x, = y (modp), (I) 

allora la proposta congruenza prenderà la forma 

y* + a^jX,* s a,k (mod p. (2) 

Supponiamo dapprima che — «,«, sia residuo quadratico di p e che X sia un 
numero tale che si abbia 

X 1 ~ — a, a, (modp). 

Sostituendo X* a -o,a,, la (2) prenderà la forma 

y 1 — X'x, 1 = a,k (mod p), 

e ponendo y — Xx, = », y + Xx, z- 1 1 (3) 

si avrà vu ~a,k (modp). (4) 

Se k è diverso da zero possiamo dare ad u uno dei seguenti valori I, 2, 3...p-1, 
indi dalla (4) si ricaverebbe il valore di o, dalle (3) i valori di y e dir,, ed infine 
dalla (1) il valoro di x, ; quindi in questo caso vi sarebbero p-l sistemi di valori 
di x, c di x,. 

Se k = 0 possiamo dare ad u il valore 0 ed a v uno qualunque dei seguenti 
l,2,3...p— 1, o viceversa; quindi in questo caso vi' saranno 2(p— 1) soluzioni. 

Supponiamo in secondo luogo che -u,a t non sia residuo quadratico; allora la 
funzione x* + <z,o, sarà irriducibile, perchè se fosse 

x* + a, a, = (x - h) (x - h,) + pf[x), 

h* ed b,* divisi per p darebbero per residuo — a, a,, il che 6 contrario all' ipotesi. 
Indichiamo con i una delle radici immaginarie della congruenza irriducibile 

x* + 3 0 (mod p) 

l'altra sarà - i = i p . 

Ora essendo i‘ + «,u, = 0 (mod p) 

e quindi t’x, 1 + = 0 (mod p), 

la (2) può mettersi sottu la Torma 

y* + a,H,x,’ - ftt, ! - <z,<V,* — a,k 0 (mod p), 
ovvero y 1 — i*x,* — a,k = 0 (mod p), 

ma t/« - i*x,* = (y + ix,) (y - ir,) = (y + ir,) (y + i p x,| = (y + ùr,) p ~ *, 

dunque sarà (y + ix,) p+, — o,& — 0 (mod p) , 

c ponendo y + ix, = x, 

sarà - a,k = 0 (mod p). (5) 
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Indichiamo con •» una radice primitiva della congruenza 


x p * — x = 0(modp), 

e poniamo a,k = u* : 

allora sarà «Kp-D = (a,à) p_l = 1 

donde (3 (P - l) = 0(modp* - 1) 

C quindi g ^ m (p + 1), 

essendo m un numero intero. 

Inoltre poniamo ssm' 

c sostituiamo i valori di x c di u,fc nella (5), ed abbiamo 


tt «(p+i> _ u »(m) = o (mod p) 
donde la congruenza ( (p + 1 ) Svi (p -t- I) (mod p* - 1 ) 
la quale Ita le seguenti radici 

m, m + p-t, m+ 2 (p - 1), ... 


di cui o + l sono incongrue secondo il modulo p 1 - 1. Or supponiamo clic uno di 
questi valori di I si sia posto nell’ espressione u', sopprimendo nel risultato le parti 
divisibili pur i* + n,n, e per p, si avrà un’espressione della Torma a + bi, ed ugua- 
gliando secondo il modulo p a ad y c b ad z,, si avranno i valori di y e di x, 
corrispondenti al valore di I che si considera; indi si troverà il valore di x, me- 
diante la (I ) : adunque nel caso che si considera la proposta congruenza ammetterà 
p + 1 soluzioni. 


107. Tbokkma I .“ — Secondochè —1 è residuo quadratico o non residuo qua- 
dratico di p il numero dei residui seguiti da residui nella serie I, 2, 3 ... p — 1 
sarà - 1 ovvero c quello dei residui seguili da non residui sarà 


,,-t 


p+ I 
4 ’ 


Infatti la congruenza !/' = z’+l (modp) 
ha p — 1 soluzioni le quali sono di tre specie: 1° Quelle in cui z=0 cd y = ± 1 
clic sono due: 2“ Quelle in cui i‘=a od j'Sfl+l, essendo a un residuo seguito 
da un residuo, il cui numero sarà 4? , se indichiamo con 9 il numero dei valori 
di », poiché essendo ambigui i segni d'x e d’y, ad ogni valore di a corrisponde- 
ranno due valori per x ed altrettanti pery: 3° Quelle in cui y = 0 ed x* + 1=0, 
quando — I è residuo quadratico, le quali sono due. 

Supponiamo in prima clic — 1 sia residuo quadratico di p. 11 numero delle 
soluzioni di 


y* = z’ + 1 (modp) 


sarà 


2 + 4? + 2 = p+ 1 


donde 



Ma il numero dei residui contenuti nelle serie 1,2, ...p— 1 è 


P-l 

2 * 


e l’ul- 
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timo p — 1 non è seguito da altri , dunque il numero dei residui seguiti da non 
residui sarà 

,,_1 p - 1 . p -1 

1 — + — • 

Supponiamo che - 1 non sia residuo. Allora sarà 


donde 


2 + 4? = p - 


? = 


_p-3 


l 


ed il numero dei residui seguiti da non residui sarà 

p-1 p — 3 p + 1 
2 ~T~ ~ 4 - 


108. Teorema 2." — Il numero dei sistemi di soluzioni deUn congruenza 
a, j, 1 + a, *,* + ... + a,„ ni*,,, — k (mod P) (1) 

in c ni a, , a,...a,„ sono 0 (inodp) è uguale a p ln ' , -p" -, v ovvero a p ! “”' t-(p n p° -, )v, 

secondochè si ha k ' 0 ovrero k=0 (roodp), dinotando v il simbolo 

Pel teorema testò dimostrato si vede clic la precedente proposizione è vera pel 
raso di n = 1 : quindi essa sarà sempre vera se verificandosi per n = 1 ed n — m 
si verifica anche per « = m + 1. 

Indichiamo con y un’indeterminata, c supponiamo che. la proposizione sia vera 
per le due congruenze 

a, x , 1 + <i, + ... 4- *„» = y (?) 

"il* i * V . + — + «Kn-*) = k-y (3) 

equivalenti alla (1). 

Sia primieramente k 0 (mod p). Per ogni valore di y differente da 0 e da 

k (mod p) la (2) ha per ipotesi p* , ~ l — p ,_, X soluzioni, e la (3) ne lia p tm ~ , -p m ~' p, 
essendo 




\ p /’ 

H p ì 


Per y £ 0 esse hanno rispettivamente + (p* — X c p** -1 - p"~' g so- 
luzioni. Infine per y — k esse hanno p ,<_ ' — p* -1 c p*" -1 + [p m — p m ~') g soluzioni. 
Adunque il numero totale delle soluzioni sarà 

(p - 2) |p*'-» - p'- • X) (p*"-« -p 1 * 1 -> p) + (p*'-' -p'"' X) [p*“-' + (p" - p«-») p) 

+ (p 1 " - * - p"‘V) lP*' _1 + (p'-p M |X] -■ -p ,+ *-*Xji, 


e sostituendo v in luogo di Xp, si avrà la formolo indicata nell’ enunciato. 

Sia in secondo luogo àsO. Ponendo prima y , 0 ed indi ysO e sommando 
i numeri delle soluzioni corrispondenti a quest’ ipotesi si ha 

(p - 1) (p‘*-'-p'-'X) (p*—— p-'pJ + lp^-Kp»— p'-«)X][p«"-'+(p--p- , )p] 

= + (p'- "> -p'^" 1 - 1) Xp = p*d +ui - < > + (p u * - p'**-') v. 
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109. Teorema 3 °—Il numero dei sistemi di soluzioni della congruenza 
a, x, 1 + a, x,* + ... + a,„ + , x*,„ +1 s fc (modp) (4) 

è p tn — p“v', ponendo per brevità v' = — - aiai ._'. at ° tj^ . 


La congruenza proposta equivale alle due seguenti 

a, *,* = y 


( 5 ) 


«i *«* + - + a>.M x'u*, = k-V 
la prima delle quali si può mettere sotto la Torma 

0 ,‘ 1 ,‘so, y. (Cj 

Supponiamo che sia p=^J^=0 (modp). Allora tanto è dare alla y nella (C) 

il valore zero quanto l’altro k. Questa congruenza per y=0 dà x, = 0, per un va- 

r 

lore di y che rende o,y un residuo quadratico r* dà x,==fc — , e per ogni valore 

a t 

di y che non rende a,y residuo quadratico è impossibile. Ma per y=k la (5) dà 

p** + (p" — p ,l_, }v 

soluzioni , e per ogni valore di y diverso da k ne dà 

p x»-i — p n ~* v . 

n — 1 

dunque, essendo — - — il numero dei valori di y clic rendono n,y residuo quadra- 


tico. il numero delle soluzioni della (4) sarà 

p 1 "-' + (p* - p"-'j v + 2 (p»"-' - p"*'v) 


(7) 


Sia ^ = 1. Allora per y=0 la (6) dà una soluzione e la (5) p’* ’-p" 1 v; 

per y k la (6) ne dà due c la (5) 

p 5 “'' + (p*-p" _ ')v; 

cil infine per ogni valore di y , diverso da k, che rende a, y residuo quadratico la (61 
ne dà due e la (5) 

p«"-i _ pi-< y t 


ma questi ultimi valori di y sono 


p - 1 


1, dunque il numero delle soluzioni 


della (4) sarà 

p>*-i _ p»-i v + 2 [p»-‘ +(p» - p-') v]+2 - l) (p»»-< - p-< v).(8) 

Sia = — 1. In questo caso per y— k la (6) è impossibile, quindi il nu- 
mero delle soluzioni della (4) sarà 


<_ p"-iy + 2 


p-1 


(P 1 " ' —P n ’W* 


(9) 


L' espressioni (7), (8), (9) si riducono rispettivamente alle altre 


p , "+p"v, p 1 


p"v 


per le quali p ha rispettivamente i valori , 0 , 1 , - 1 , ma pv = v', dunque que- 
st’ espressioni si comprendono nella seguente forinola 
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PARTE TERZA 


SOSTITUZIONI I.INGAHI. 


t’APO 1." 


Rappresentazione anali lira delle Sostituzioni. 


110. Se rappresentiamo vi grandezze con una sola lettera 1 a (Tetta da un in 
dice x variabile da 0 ad m— 1, e dinotiamo con 


a 0 , a,, ... a n _,; 6 0 , b t , ... b„_, 

i numeri 0. 1, 2, ... m - 1 disposti con due ordini diversi, la sostituzione S clic scam- 
bia le lettere clic hanno per indici a, , ... rispettivamente con quelle che 
hanno per indici 6,, ... può essere rappresentata dal simbolo 

S = [x, ? (*)] 


in cui o ( j) indica una funzione che prende i valori fr ( , 6,, ... b a _, quando si fa 
la .t successivamente uguale ad o 0 ,a, , ... 

La forniola d’ interpolazione di Lagrangc dò per <?(x) il seguente valore 


9 W = 


KM) 


1 - - 


K M) 




b„-tfM 


essendo 


(*-«„>/'(*) ' (■* - a,) f (,r) (x- «M-itr (■'■/’ 

M) = !*.- o«) (x - (r 


ed f'(x) la derivata di f{x). 


d.d 


(*) Il materiale ili questa terza parte ò stato dedotto dal Trattato delle Sostituzioni 
Sic. Jonlnn. 
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Se conveniamo elio la quantità rappresentata ila t T lo sia anche da l y . essendo 
y un numero congruo ad x secondo il modulo m, la sostituzione S può essere rap- 
presentata dal simbolo 

S = [a, 9 (a)] (modm), 

essendo 9(a) una funzione che dà dei risultati congrui a ... quando alla 
x si danno i valori a, , a, , ... a„_, , ovvero altri congrui ai precedenti secondo il 
modulo m. 

Di qui risulla che la condizione a cui deve soddisfare una funzione 9(1) per 
potere esprimere una sostituzione di m quantità ò che ad m valori della x incon- 
grui secondo il modulo vi corrispondano per la funzione m valori disuguali ed in- 
congrui secondo il medesimo modulo. Quaudo m ò un numero primo, il carattere 
distintivo delle funzioni che godono di questa proprietà ò dato dal seguente teo- 
rema dovuto ad Ilcrmitc. 

111. Teorema. — Affinchè una funziona intera di x a coefficienti interi possa 
rappresentare una sostituzione di p indici incongrui secondo il modulo primo p, 
è necessario e sufficiente clic siano congrui a zero i coefficienti di .ve -1 nelle prime 
p - 2 potenze di questa funzione, ridotte mediante la congruenza 

j'sj (modp). 

Supponiamo clic [a, /‘(a)] rappresenti una sostituzione di p indici, e che dopo 
aver ridotta f[x) mediante la congruenza 

a p s x (mod p) 

si sia ottenuto 

f[x) ~ A„ + A,i + A,®’ + ... + A p _, x 1 "' (modp). 

Poniamo 9 (x) = A„ + A ,® + A,®* + ... + A p _, a 1 ’ -1 

[9 (a)]" = A„‘"> + A,<">® + A,'"'® 1 + ... 4- Ap_,t"> x p -' (modp). 

Sostituiamo in quest' ultima congruenza 0, 1,2... p—t in luogo di x ed ad- 
dizioniamo i risultati, si avrà 

I[9(a)]" =pA 0 <"> + A, «Sa + A 1 < " ,) S®> + ... + A p .,(”>Sx p -' (modp). 

Or polchò lo radici della congruenza 

a p ~* — 1 e 0 (modp) 

sono 1,2, 3... p- 1, per le relazioni di Newton si ha clic la somma 
S w = ! m + 2” , + 3 n + ... + (p-l)“ 

e congrua a zero per tutt’i valori di m inferiori a'p — I. Ma x l> ~' ù congruo a zero 
per i = 0c ad 1 per ogni altro valore della a, quindi sarà 

Sa=0, Sx*eO, ...ra l ’-*=:0, ExC-isp-l, 
e per conseguenza 

2[9(u)p = -A ( " > (modp); 
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ma per tutt' i valori di m minori di p — 1 si ha 

-[? MI" = 21 ? [Oj" + 9(1)" + ... + 9 (p - in s[l" + 2 "+ ... +(])- l)"J = 0 {modp) 
dunque per i medesimi valori di m si lia 

(•>) 

A =0 (inodp). 

Viceversa supponiamo clic la precedente congruenza si verifichi per tuffi va- 
lori di m inferiori a p - 1 ; allora £{9(1)]" sarà congrua a zero per gli stessi valori 
di in, ed è anche congrua a zero per in=p, perchè essendo 

as p ~x (modp) 

sarà ?(0) 1 ’ + 9 (1}*’ + ... + 9 (p - l^s 1 + 2 + ... + p - 1 =0 (modp), 
quindi per lo relazioni di Nowton la congruenza 

[* - 9(0)] [s - 9(1)1 ... [s - 9 (p - 1)] = 0 (modp) 
dovrà avere la forma i p — ai = 0 (raod p), 

ma si ha z 1 ’ - z = 0 (modp), 

dunque sarà (a — 1) z s 0 (modp). . 

Ora se a fosse diversa da 1 , quest' ultima congruenza non potrebbe essere 
sodisfatta che ila s = 0, e quindi le p quantità 9 (0), 9(1), ... 9 (;» — 1) dovrebbero 
essere uguali a zero, il clic 6 impossibile, perchè 9(1) è di grado p- I, quindi 
dovrà essere a— 1 . Di qui risulta che 9 ( 0 ) , 9(1) ... 9 (p — 1 ) debbano essere radici 
della congruenza 

i'-ssO (modp) 

perciò congrue a 0, 1,2, ...p 1, e per conseguenza f(x) potrà rappresentare una 

sostituzione. 

112. Si sa clic quante volle a ù primo con p, l'espressione ox + %, dà una serie 
completa di numeri incongrui secondo il modulo p, quando ad x si danno succes- 
sivamente p valori disuguali ed incongrui secondo lo stesso modulo, quindi se /\x) 
può rappresentare una sostituzione, anche l'altra 

fi (®) = * f(* + P) + Y 

può essere adoperata per questo ufficio. E poiché a, p, y sono tre costanti arbi- 
trarie, possiamo determinare a colla condizione clic il cocfllcicntc della più atta 
potenza di x sia l’ unità, p colla condizione che si annulli il cocfllcicntc del 2“ ter- 
mine, e y colla condizione clic si annulli l'ultimo termine, allora f, (1) prenderà la 
seguente forma 

f, (i) = o,x + ffji* + ... + o,. s x v_ * + x* 
essendo v uguale o minore di p — 1. 

Alle funzioni f,[x) llerinitc ha dato il nome di funzioni ridotte. È chiaro clic 
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ugni funzione ridotta /',(*) dia una funzione più generale 

“/"i (■« + P) + Y 

in cui a, g, f sono quantità indeterminate. 

113. Se il numero m delle quantità 6 uguale alla potenza n“* di un numero 
primo p, rappresenteremo Ciascuna di esse con una medesima lettera affetta da n 
indici x,x',x" ctc. variabili da 0 a p-i (modp) ed una sostituzione clic scambia 
x, x\ x" ctc. rispettivamente in 

<?(*. a', a"...), $(*, x', x"...), jr (*, *'» »"•••). — 

col simbolo 

[x, x " ... 9 4 » (as, (ri, x (-*• ** i 

essendo ciascuna delle funzioni o[x,x',x"...) ctc. di un grado uguale o minore di 
p — 1 per rispetto a ciascun indice. 

Questo metodo potrebbe anche essere esteso al caso in cui il ninnerò in delle 
quantità fosse il prodotto di più numeri primi diversi, ma si andrebbe incontro a 
grande complicazione. 

CAPO 2." 

Generalità sulle xoslf in/. Ioni lineari. 


114. Teorema 1." — Siano m ed n due numeri interi qiitilunrjuc ed 1,. 

1,... in" simboli distinti per mezzo di n indici variabili da 0 ad ni — I 
(tnodm). Affinchè l'espressione 

S = [*, x', x ", ... ax+bx'+cx"+... , a'x+b'x’+c'x"+... , a"x+b"x'+e"x "+... , ...] 


possa rappresentare una sostituzione è necessario e sufficiente die il determi- 
nante di S 

ab e ... 

^ _ a' b' e' ... 

a" b" e"... 


sia primo con in. 

Questa condizione è sufficiente; poiché, dinotando con ir,, ir, ctc. delle quan- 
tità incongrue secondo il modulo m, possiamo trovare per a:, x', x" ctc. dei valori 
incongrui secondo lo stesso modulo clic sodisfauo alle congruenze 


(I) 


. dX , cU , . ,_dA . d\ , 

s dà *• + da ' x * + - > =716 11 + db' *' + -■ • 


. ,| (lòl (ili , | . 

=— x % + + ••• » ••• (tnodm) 


ma queste congruenze sono equivalenti all* altre 


ax+bx’+cx ,, +..,zzx v a'x+b'x'+c'x''+. . .=x v tt w *+6V+cV , +...sr Jt ... (inodm), 
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quindi I* espressioni 

ox+6x'-fc’x'’-t-..., a'x+ò'x'+c'x’'+... , tt"x+6V +c l 'X'+... , ... 
possono rappresentare un sistema qualunque di valori incongrui secondo il modulo ni, 
dando ad r, x\ x" ctc. dei convenienti valori incongrui secondo lo stesso modulo ; 
perciò l'indicata espressione può rappresentare una sostituzione. 

Questa condizione 6 necessaria; poiché se A ed m ammettessero un massimo 
comun divisore, per un dato sistema di valori di x, x', x" ctc. o non vi sarebbero 
valori di x, x', x" ctc. clic sodisferebbero le (1), il elio succederebbe se i secondi 
membri delie (I) non fossero divisibili per questo massimo comun divisore, ovvero 
vi sarebbero più sistemi di valori per x, x 1 , x" ctc. clic sodisferebbero le (I), ed 
in ambedue i casi l' indicala espressione non potrebbe rappresentare una sostituzione. 

Corollario. — Le sos liluziuni della forma. 

Il x . x ■ — (x, x 1 , x" ... x + x', x’, x") 
li x . x = (x, x', x" ... x, x' 4- x, x") 

e le analoghe rappresentano delle sostituzioni, perche il loro determinante è eguale 
ad 1. 

115. Le sostituzioni di cui si è tenuto parola nel teorema precedente brinano 
un gruppo di grado ni", poiché il prodotto di due sostituzioni di questa forma con- 
serva la forma medesima. A questo gruppo si é dato il nome di gruppo lineare 
di grado ni". 

116. Tkore.ua 2°. — Ogni sostituzione del gruppo lineare di grado ni" è uguale 
al prodotto di sostituzioni analoghe a lì xx ., li x .. x ctc. e di una sostituzione che 
lascia invariati lutti gl'indici ad eccezione dell' ultimo che moltiplica per un fal- 
lare costante. 

Supponiamo clic gl'indici siano 3, e clic si tratti della sostituzione 
S = [x, x 1 , x" ax + bx' + ex", a'x + b'x' -I- c’x", a"x + b"x? + c''x"J (inod m). 

Non vi può essere alcun divisore comune ad, a, b, e, m, poiché altrimenti non 
si potrebbero determinare per x, x', x" dei valori clic soddisfacessero la congruenza 
ax + bx 1 + ex" = x, (modi») 
quando x, fosse primo con in. 

Posta questa condizione si può sempre avere una sostituzione derivata da II X . X . 
e dalle analoghe che scambia V indice x con l’altro ax + bx' + ex". Infatti si liu 


li =[x, x', x" 

x f Ix'tX'y a" 


J 

l 5 r 


B B =!*, x\ x" 

x + !x', Sx + (1 + lo i x', x" 

x'x* x’x L 

l 5 3' r 


li li li =|x, x', x” 

x**x x“’x L 

x + !x', òx + (1 + lo) x', S'x + 15'x’ + x' 
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( l + fc8) x + (fc + 1 + lfc8) x 1 , 

3x + (1 + 13) x', ò'x + 13V + x"J 

( I + A3 + fc'5') x + (l + fc + m + ft'Bl 3? + fc'x", 

Bx + (1 + !S) 6’x + IS'x' + x"J : 

oni r ultima di fjucstc derivate, elio indicheremo con T, scambierà x con tzx+òx’+ex" 
se potremo detcrminurc l, k, fc', 6, ò‘ in modo clic restino sodisfatte le congruenze 

1 + kS + k'5' so, k + l ( I + fc3 + fc’S'J = 6, k' = c (mod m) 
ovvero T equivalenti 

l+fcò + fc'S'so, fcs6-lo, fc' =c (mod ni). 

Indichiamo con (i il massimo comun divisore di c c di ni, c con d, il risul- 
tato che si ottiene sopprimendo in d i fattori primi che dividono a c 6. Se po- 
niamo 1 = d, sarà fc primo con d; infatti se q è un divisore di d clic divide d, , 
esso non può dividero 6, quindi b — d, a non sarà divisibile per q ; clic se q non 
divide d„ esso non può dividere simultaneamente a ab, perchè altrimenti a,b,c,m 
ammetterebbero un divisore comune, il che è impossibile, quindi un solo dei ter- 
mini della differenza b — d,a sarà divisibile per <j, per conseguenza questa diffe- 
renza, ossia fc, , non sarà divisibile per q. Or poiché m, fc, c non hanno alcun fat- 
tore comune, possiamo determinare tre numeri u, u" tali che si abbia 

mu + fcu'-t- cu"= 1, 
c quindi si sodisferà alla congruenza 

1 + fc 3 + fc'ò' = a (modm) 

ponendo 3 = (a-l)u', S' = (a— l)tt" (modmj. 

Ciò posto la sostituzione S, = ST' 1 rimpiazza prima gl'indici x, x’, x" rispetti- 
vamente cogl'altri 

ax+ bx 1 + ex", u'x + b'x' + c'x", a"x + 6"x' + c''x", 

cd indi questi rispettivamente con x c con due funzioni lineari di x, x', x", quindi 
non altera x c sarà della forma 

S, = [r, x', x" x, o,'x + 6,'x' + c,'x," a,"x + b t "x? + c,”x"J. 

Questa sostituzione risulta evidentemente da 

S, = [x, x 1 , x" x, 6,’x’ + e,'x", 6,'V-t c,"x"] 

c dall' altre due B , B , laonde sara 

jf’JC x"*«C 

a’ 

S = S a B B T. 

*"*JC 


)( 

I 3 5' k r 

B B B B =\x,x , i x" 

x'x' &‘x x"*x x*x* L 
t 3 5' k k' r 

B lì lì B B = i,V,x" 

t*.»' ar-'* r r'r' L 
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Ora se nella sostituzione 

i» « t> r -i 

T,=B B B =1*,®',*" x, (l4np)*' + (m+p+mnp) x", nx'+(t4rotz)x" 
x'**" x'^x* **•*" L J 

determiniamo m, », p colla condizione che restino sodisfatte le congruenze 

t + tip s bf, ni •+ p ( 1 + jhh) = e (moti m) 

ovvero 1 + np = 6,', m = e,' - pb,' (mod m) , 

essa prenderà la seguente forma 

T, = (*,*', x" x.fi.'x' + e.V’, 6,'V + e,"®"], 

ed allora la sostituzione S 3 = S, T, - ' non nllcrcrà x ed x', e sarà della forma 

S, = (x, x\ x" x, x\ bf'x 1 + Cj"x"] ; 

ma quest' ultima sostituzione evidentemente risulta dalle due seguenti 
[x, x', ®* x, x 1 , e>"] , B * , 

dunque il teorema è dimostrato. 

117. Supponendo clic il determinante delle quantità a, (i ... ; a', p' ... ; ... sia 
primo con tn, le n congruenze 

(1) ’t/ = aj+gx'+... , y' = a'x+P'x'-f... , t/"s«*x+g''x'+... , ... (mod ni) 

sono soddisfatte da un sistema di valori di x, x*, ... qualunque siano i valori di 
y, y 1 , y" eie., e di qui risulta clic se una quantità è distinta cogli indici x,,x,',x," ctc., 
indicando con x„ x,', x," ctc. i valori di x, x', x" eie. che nelle (1) eorrispomlnno ai 
valori x,, x,', x," etc. di y, y\ y" ctc. , la medesima quantità potrà essere distinta 
cogli indici 

ax, + gx,' + .. , et'x, + g'x,'+ ... , cTx, + g"x t ' + 

Ora la sostituzione 

A = [x,x',... <u + òx' 4- ... , a’ x' + ò’x* + ...,..] (mod m) 
cambia y in 

*(nx + bx' + ...) + g(n'x + b'x' + ...) 4- ... ; 

e sostituendo in questa espressione i valori di x, x' etc. tratti dalle (I), essa pren- 
derà la forma a,y + tr,y' + ... ; analogamente A cambierà y', y" eie. in altrettante 
funzioni di y, y' eie. , quindi A si potrà porre sotto la seguente forma 

\-[y,y',...a,y + b t y'+..., a,'y + b,'</ + 1 (tnodm) 

che diccsi trasformata della 1* forma. 

Da ciò elio abbiamo detto risulta clic quante volle tra due sistemi d’ indici esi- 
stono delle relazioni condizionate come le (I), una sostituzione riferita ad uno di 
questi sistemi può essere trasformata in un'allrn clic sia riferita all'altro sistema. 
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! 1 8. Diresi caratteristica della sostituzione A il -determinante 


A = 


a— K a' 

b b'-K... 


in cui k è una quantità indeterminata. 


Tkorkma 3." — In caratteristica di ima sostituzione è ugnate a quella di una 
qualunque delle sue trasformate. 

Poiché ogni sostituzione lineare 6 uguale (liti) al prodotto di sostituzioni della 
forma Il x -. x h x . x . cte. e di un’altra clic lascia inalterati tutti gl’indici ad eccezione 
dell’ ultimo clic moltiplica per una costante, si otterrà una trasformala qualunque 
della sostituzione A mediante delle successive trasformazioni nelle quali i nuovi in- 
dici sono collegati agli antichi con le relazioni seguenti, 


y = x + x', y'-x',...; y-x, y' = x + x ' , ... ; ... 
y=x, i/-x', ... y'-'^rx"-' : 

quindi sarà dimostrato il teorema enunciato, allorché avremo dimostrato che la ca- 
ratteristica di A è uguale a quella della sua trasformata quando tra i nuovi e gli 
antichi indici esistono le relazioni 


y = ax, y’ — x’ , ... 

ovvero l’altro y = x-t-g®', t/ = x',... 

Ora se esistono le prime relazioni la trasformata di A sarà 

{>■*■■■ .(?+*•••). (£+w-). ~] 


e la corrispondente caratteristica sarà 


v n 

a — K — 


a(a-K) n' ...J 


a — K a' 

a 

1 



ab b' — K...I 

~ a 

al, b' - K...I 


b b’-K... 


K se esistono le seconde relazioni la trasformata di A cambierà y, y' ... in 
[a + po') x t- (I) + ?b’) x'+ ... s 'a + po') y I- [1> + (sé' - ? i-r -I po')] </ ! . . 
a'j; + b'x' + ... s a'y + ( b ' - fu') y' + ... 


e la caratteristica corrispondente sarà il determinante 

a+ fa' — K a' ... I 

b + pi/ - P(a + po') V - po' - K ... . 
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Aggiungendo a ciascun elemento della seconda linea orizzontale l' elemento cor- 
rispondente della prima moltiplicato per la costante g, esso si trasforma nell'altro 
I a+ (Su' - K a' 

| b + gb'- (SK b' — K... 


il quale si trasforma nell’altro 

a — k a' 

b b'-K... 


se togliamo da ciascun elemento della prima colonna verticale l’ elemento corri- 
spondente della seconda colonna moltiplicato per g. 

CAPO 3.» 

Ordine del gruppo lineare. 

1 19. Teobema. — L' ordine a( ni” ) del gruppo lineare di grado m“ è uguale ad 
(m, n) m" _l (m, n - 1) to" - * ... (tn, 1) , 

dinotandosi con (m, p) il numero dei sistemi di p numeri inferiori ad ni e che 
hanno un massimo commi divisore primo con in. 

Siano 1, R,, 1!. ... le sostituzioni del gruppo in parola elio non variano la x, 
N il loro nùmero jc T una sostituzione clic cambia x in ax + bx‘ t- cx" + ... Le so- 
stituzioni del gruppo che. scambiano x in ar+b.c'+cx"+... sono soltanto le seguenti 

T, TE,, Tlt,,... 

Infatti sia 

U = [x.x',!''... nr-t-bx'+cx”+..., a,'ir+6 l 'x'+c 1 V'+... ) n,*«+b,V+C,"ae"+. ..,...] 

una sostituzione del gruppo lineare, e supponiamo che T -1 scambi x, ri- 

spettivamente in 

9 (ir, x , x' ?i ( x , x , x", •».), fa» *r , x", •••), >•«, 

allora T' 1 U scambierà x in 

o? (x, x\ x ", ...) + òs ,,(x, x', x", ...) + ctp,(x, a 1 , x", ...) + ...=*, (rnodm) 

e perciò apparterrà alla serie 1 , R,, E, ctc., ed L' farà parte dell' altra T, TR„ TR, ctc. 

Ma nell’ espressione ax + bx’-f- ex" 4- ... possiamo dare ad a,b, e,... tutti gli 
(ni, n) sistemi di valori minori di m e che hanno un massimo commi divisore primo 
con m , dunque per ciascuno di questi sistemi si avranno N (m, n) sostituzioni 
diverse. 

Ora le sostituzioni clic non alterano Vindice x sono della forma 
(x, x\ x" ... x. d'.r + bV + c'x" + ... , a"x + b"x' + c"x* + ... , ... ], 
quindi vi sono tante sostituzioni che non alterano x quanti sono i sistemi di va- 

. 11 
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lori di a', b', c', ... : a", ii", c", ... ; ... i quali sono minori di tu c danno pel de- 
terminante 

1 0 0 

a' b' e' 

a" b" e" 


un valore clic è primo con tu, n.a questo determinante è uguale all'altro 

I 0 ' e- | 


dunque il numero delle sostituzioni clic non alterano x è uguale al mimerò dei si- 
stemi di valori di a', a", ctc. minori di m, cioè in" 1 , moltiplicato pel numero dei 
sistemi di valori di b\ e*, ... ; 6", e", ... ; ... die danno pel precedente determinante 
un valore clic è primo con rn, ma, corrispondendo A al groppo lineare ili grado 
m*"*, vi sono por o', b', ... ; b", ... ; ... iìfm"' 1 ) sistemi di valori, adunque sarà 

’ N = m' , ~ , Ai (tir 1 "') , 

e quindi u fi»*) =s in», tt) »»"■' «{m*''). 

Similmente sarà 

a}»»*"*) = (m, n — ìì (in* - *) 
e così di seguito, per modo clic sarà 

a(w“) = (in, ii) tu"-' (tu, n - t; tu" -1 ... t ì(m) ; 

ma a(m) rappresenta l'ordine del gruppo lineare le cui sostituzioni sono della 
l'orma 

[x,ax] (muditi), 

quindi deve essere uguale al numero dei valori di a che sono minori di m e primi 
con tu, ina questo numero è indicato dal simbolo (ut, 1), dunque sarà 

il (in") = (in, n) m"' 1 (tu, n - 1) tu'- 1 ... (in, I). 

120. Osseo v azione. — È facile il calcolare il valore di (in.g), essendo tn=p*p“’p '" "... 
Per ottenere (ni, ;j) bisogna togliere dal numero in 1 * dei sistemi «li g numeri 
minori di m quello dei sistemi di gì numeri clic ammettono un massimo couiuu divi- 
sore il quale abbia per fattori imo o più dei numeri p,p',p" etc. Ora —, — ~ ctc. 

• • ' 1 p’ pp pp p 

dinotano quanti numeri minori di m sono divisibili rispettivamente pcrp,pp\pj)'p"ctc., 

e quindi i (jy) > (jjp/j ctc ‘ t '' nolall ° Oranti sono i sistemi di numeri 

minori di tu che hanno un massimo commi divisore clic sia divisibile rispettiva- 
mente per p, pp', pp'p" eie. Inoltro un numero divisibile pel prodotto di n fattori 
di in può essere considerato come divisibile pel prodotto di p < n fattori di ni in 
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tanti modi diversi quante sono le combinazioni a j> a p di n lettere. Ma i coeffi- 
cienti dei termini dello sviluppo di (« — &)*, a partire dal secondo, dinotano i nu- 
meri delle combinazioni ad uno ad uno, a due a due ctc. ad n ad » di n lettere, 
e la loro somma è uguale a — 1,; dunque sarà 


(m, jj.) = in 11 




Se m — pq , sarà 
e quindi 


(»'. : j ) = (p, P) (9, 1»), 

u(m") = a(p") 


Se fti è uguale al numero primo p, sarà 


ed a (/.") = (p“ - 1) p-' !,/"« - i) ;/*-> ... = (p“ - 1) {)>" - p ) ... (p* - p"-'). 
Questo risultato è stato scoverto da Ualois ed è stato dimostrato da lletti. 


CAPO 4." 

Fattori di composizione del gruppo lineare. 


121. Sella ricerca dei fattori di composizione del gruppo lineare (J di grado 
m” si possono distinguere tre casi: 1° che tu sia un numero primo: 2° che m sia 
una potenza di un numero primo: 3" clic m sia un numero composto. 

1" Caso m — p, essendo p un numero primo. 

Teorema. —Siano a, y etc. i fattori primi di p - 1 , ed a', y ctc. quelli 
del massimo cornuti divisore 5 tra p 1 ed n; saranno 


r „ , 


i [allori di composizione del gruppo lineare di ordine p", eccello i casi di p" =2* 
e di p"-3*. 

Indichiamo con r una radice primitiva della congruenza 
x p ~ > = I (mod p) 

Le prime p— I potenze di r sono congrue secondo il modulo p ai numeri 
1, 2, ... p - 1, quindi un numero qualunque, primo con p è congruo secondo il mo- 
dulo p ad una di queste potenze. Ora una sostituzione clic lascia inalterati tutti 
gl'indici eccetto l' ultimo clic moltiplica per una quantità e 6 identica ad un’altra 
della stessa forma in cui il moltiplicatore dell'ultimo indice 6 congruo secondo il 
modulo p a e. Ma una sostituzione lineare si può mettere sempre sotto la forma 
S = £0 in cui £ 6 una sostituzione elio lascia invariati tutti gl'indici eccetto 1’ ul- 
timo che moltiplica per una data quantità, e 0 è una derivata da 11,.,» e dalle ana- 
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lugho, inoltre il determinante di S 6 il mottiplicatoro dell' ultimo indico in E. Quindi 
tutte le sostituzioni lineari i cui determinanti sono congrui ad una medesima po- 
tenza di r risultano dui moltiplicare la sostituzione della forma 2 in cui il molti- 
plicatore dell" ultimo indice è questa potenza di r per tutte le derivate da B x .,, c 
dallo analoghe, laonde ad ogni potenza di r corrisponde un medesimo numero di 
sostituzioni lineari, ma le potenze di r*, ctc. formano rispettivamente la 

a ma , ajf m * etc. parte delle j> — 1 potenze di r; dunque gl* ordini dei gruppi 
G 1( G >? , G^», ...r formati da tutte le sostituzioni di G che hanno rispettivamente 
per determinante una potenza di r“, r*^, r*’ -1 saranno rispettivamente 

afp") ii(p*) u(p") ft(p*i 

a ’ a£ ’ aft p - 1 ‘ 

Or se indichiamo con r' una radice primitiva della congruenza 

s 1 (modp). 


le potenze di r' a ' f r H,, W ctc. saranno rispettivamente la a'™ 1 , a^Y 01 * etc. 

parte di S, quindi gl* ordini dei gruppi li,-, 11^,11^., H^y ctc. le cui sostituzioni 
moltiplicano tutti gl* indici rispettivamente per una medesima potenza di r\ r' r , 
r’ r t\ r'*’?’ 1 ’ ctc. saranno rispettivamente 


o. 


M Ctc. 

« ? T 


122. Da quanto si è dotto risulta clic si potrà conchiudcrc essere 

„ « v (?* 1 n t p# v r 

’ T *** (p — 1)8 ’ ’ ^ 


i fattori di composizione di G, quando si sarà dimostrata la seguente proposizioue. 

I gruppi 

6» G„ Gjp... r, Hj, II,., llj.j., ... (Il 

sono cosi condizionati : 1° che ciascuno sia contenuto nel precedente c sia permu- 
tabile alle sue sostituzioni: 2° che sia il più generale di quelli clic godono di questa 
doppia proprietà. 

Consideriamo due gruppi successivi G, c G^ della parte della (1) che comin- 
cia con G c termina a r. Sia S una sostituzione del primo ed S' una sostituzione 
del secondo, r"* il determinante dcll'una ed r"'*? quello dell'altra. Poiché r"'*' 1 è 
una potenza di r*, S' ù contenuta in G a c quindi G J? in G„. Inoltre essendo 
il determinante di S _l quello di S _, S’S sarà r m l? , perciò S _, S'S appartiene a G,j 
c per conseguenza G a j ò permutabile ad ogni sostituzione di G a . Infine non vi può 



è impossibile per essere 0 un numero primo. 


In un modo non meno facile del già seguito si dimostrerebbe clic sono nelle 
stesse condizioni di G a c di G If due gruppi consecutivi scelti nella parte delia (1) 
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che comincia da II 5 c va sino alla line; come pure che ITj 6 contenuto in r ed è 
permutabile ad ognuna delle sue sostituzioni; quindi resta a dimostrare che tra 
r ed .Hj non vi può essere un gruppo clic gode della doppia proprietà in parola. 

123. Supponiamo » =. 3. Sia 

S=[x, x', x", ax+bx'+cx", a'x+b'x’+c'x", a"x+b"x'+c"x"\ 

una sostituzione appartenente ad un gruppo I intermedio a r ed ad I! s , la quale 
non moltiplichi tutti gl' indici per un medesimo fattore. 

Poiché le sole sostituzioni di II 5 sono mutabili con l' altre Bj..^,, B^.j. ctc., non 
lo sarà S che non fa parte di 1I { , quindi 

T = S-'B-' W SB,. X . 

non sarà uguale ad 1 ed apparterrà ad I, perchè, essendo li x . s . una sostituzione 
di r, la trasformata B~’*. x . SB X>X . per ipotesi è contenuta in I come anche S - '. Ora 
se supponiamo clic X, ,X 2 ,Xj siano le funzioni lineari di x,x',x" clic S"' fa suc- 
cedere ad x, x', x" sarà 

S-' = (x,x',x" X,,X S .X,1 
S-'B-',.,. = X, - X, , Xj.XJ 

- (a:, x 1 , x" a (X, - X,) + òX 2 + cX 3 , «'(X, - X,) + ò'X, + c'X 3 , 
«"(X, — Xj) + 6"X, + c"Xj] , 

ma nX, + òX, + cX, = x, ri’X t + ò'X, + c'Xj = x', a"X, + 6 "X, + c"X 1 =x'' (uiodj»), 
quindi sarà S-'B-*^ S = [*, a/, a* x-«X t , x'-n'X,, x"-rt"X,|, 
e per conseguenza, ponendo 

x - aXj + x' - a'Xj - «x + px’ + yx", 

sarà T -- S ' 1 B" 1 *.*’ SBy., = [x, x’, x" ai + gx’ f ys", x' — a'X, , x" - »"X,], 

Se a' = a' = 0, dovrà essere a~l, perchè il determinante di T deve essere 
congruo ad 1 per essere T una sostituzione di r. Inoltre possiamo supporre I, 
fsO; poiché se fosse 7 O (modp) potremo prendere x, $x‘ + -fx", x" per in- 
dici in luogo di x, x', x", ed allora T prenderebbe la forma seguente 
T = [x, x', x” x + x’, x',x"). 

Ma r contiene la sostituzione 

[x, x 1 , x" x\ x, — x”| 

c l' analoghe, quindi I dovrà contenere la trasformata di T per' mezzo di queste 
sostituzioni, le trasformate di queste trasformate ctc. , ma tra queste si trovano 
B^.^B^.j. ctc. , dunque I conterrà tutte quest' ultime sostituzioni; ma, polendo 
ogni sostituzione lineare mettersi sotto la forma Si in cui 1 è una sostituzione 
delja forma 

[x, x" x, x’, cx"J 

c 0 una derivata da ll^.j,. c dall’ analoghe, tutte le sostituzioni di r sono della for- 
um 4, perchè i loro determinanti c sono uguali ad 1, adunque I si confonde coni'. 
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Se si suppone che a' fosso diversa da zero, prendendo per indici indipendenti 

, „ «" , 
x, x , x - —rx = n, 

a . 

sarà T = [.r, a', u a,x f Ij,x' + e,u, a/cc + 6,V + c,'u, 11] 

e quindi T, = = [*, x*, « *-{«,-))#, n'-o,'#, «]. 

Ora è evidente clic non possa essere 

a, - 1 a 0, a', = 0 

perche T, è diversa da I. Supponiamo che «,' sia diversa da zero. Trasformiamo 
T, scambiando gl’indici x.x'.u negli altri 



ed abbiamo la trasformala 

T,-l !/,!/'. il y,y' + U, U) 

la quale combinata colle sue trasformato per mezzo delle sostituzioni di r riproduce 
tutte queste ultime. 

124. Non essendo la dimostrazione testé fatta applicabile quando il numero 
degl' indici fosse uguale a 2, passiamo a trattare questo caso. 

Sia S una sostituzione di l clic non moltiplichi tutti gl'indici per una stessa 
quantità. Evidentemente vi sarà una funzione y degl'indici x ed x' la quale non 
darà un risultato della forma ry quando su di essa si opererà la sostituzione S, 
quindi se indichiamo con y' questo risultato si potrà porre S sotto la forma 

S = \y, »/ !/', cy + dy'\. 

Dovendo essere uguale ad 1 il determinante di questa sostituzione sarà c= I. ha 
quantità d può essere diversa da zero, ovvero uguale a zero. 

1. ” Sia d diversa da zero, r contiene la sostituzione 

T — [y, y' ay, <z~’y] 

perciò 1 contiene l'altra 

U = T-'STS = [y,y' -ah/, - a(l + a**) y - «•«/'] 

e quindi li*. Orse poniamo as I e sostituiamo all’ indico y l’altro ss /idi/, il clic 
è permesso quando p > 2 e non quando p = 2 perchè tult’ i valori di y corrispon 
derebbero al valore 0 di z, allora li* prenderà la forma 

U* = [3, y' z !/' + ;], 

e combinando questa sostituzione colle sue trasformate per mezzo dello sostituzioni 
di r si riprodurrà questo gruppo. 

2. " Sia d = 0. Se p > 5 possiamo scegliere a in modo che sia a* 1 , e se 
indichiamo con £ un numero intero tale clic si abbia 

g (a* — l)s0 (inodp) 
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I conterrà la sostituzione 

[B-v»UB vV u-y = n >v 

la quale combinata colle sue trasformale per mezzo delle sostituzioni di r ripro- 
durrà questo gruppo. 

3." Sia <1 = 0, p = 5. Se si prendono per indici indipendenti 
zsìy + y\ s's -Jy-t-i/ 
la S cambierà z c z' rispettivamente in 

fy'-f;/, 

e sostituendo in quest’ espressioni i valori di y c di y' tratti dalle precedenti con- 
gruenze 



33 -f a. — - 3 3 


si avrà — - . , — — = , 

4 4 

ma poiché si suppone il modulo p uguale a 5, si può sopprimere àz' nella I* di 
queste ultime espressioni c — 53 nella 2*. c possiamo sostituire 3 + 5 a 3 , allora 
le dette espressioni si riducono a 2; ed a - 2 z' ed S prenderà la forma 

S=l=,*' 23, -23']. 

Ora I contiene la sostituzione 

T, 3= B.... S _l ir'j-.' S ~ [3, 3’ 3 + 23’, s’] 

c quindi l’altra 

V = [I, 3 + -'] = [!, s’ - + s', i'1 (modp), 

laonde 1 contiene tutte le trasformate di T, 3 per mezzo delle sostituzioni di r, perciò 
si confonde con r. 

125. Se p“ — p‘ il gruppo G sarà di ordine (2* - I) (2* - 2) = 0, c si verifica clic 
le sue sostituzioni sono permutabili al gruppo formato dalle potenze della sostitu- 
zione [x, x' x', x + x'J, ma l ordine di questo ultimo gruppo é 3, dunque i fatturi 
di composizione di lì saranno 2 c 3. 

Se p* = Z t si verifica: 1" elio le sostituzioni di G in numero (3*— 1 )(3* — 3}=-48 
derivano dalle seguenti 


X 2x 

I X X* 

_ ! * ~ x ’ 

, D = 

x x+x' 


x 2x 


|| — 

, c = 

1 


x' x+x' 

| ’ | x' 2x+x' 

1 x’ X 


x' x-x' 


x ' 2x' 


2" clic i gruppi 

G = (A,B,C, D, Et, (B, C, D, E), (C, D, E), (D, E),’ (E) 
hanno rispettivamente per ordine 48, 2 i, 8, 4, 2: 3" clic ciascuno è permutabile 
alle sostituzioni del precedente. Quindi i fattori di composizione di G saranno 

9-190 
■G •»> ~> 

ICC. 2“ Caso m = p\ Ad ogni sostituzione 

(x, x', ... a x + bx' + ..., a'x + b'x' + ... , ...| (modp 1 ) 
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ilei gruppo lineare G di grado p l " corrisponde una sostituzione 

[y, j/', ... ay + bij' + ..., o'jr b'y' ] (modp) 

del gruppo lineare T di grado p". Inoltre è evidente clic al prodotto di due sosti - 
tuzioni di G corrisponda il prodotto dello due corrispondenti di I, quindi I è iso- 
formo a G. 

Scomponiamo il gruppo I negli altri 

I, I., Iji, I T , ...... 1 (2) 

tali: 1" clic ciascuno sia contenuto nel precedente o sia permutabile alle sue so- 
stituzioni: 2° clic sia il più generale di quelli clic godono questa doppia proprietà. 
Indichiamo con 

G«< Gp, G.,, ...... M 

i gruppi delle sostituzioni di G clic corrispondono a quelle di 1 che compongono 
rispettivamente i gruppi 

11! Ijl 1^ ....... 1 . 

Dico clic i gruppi 

G , G, , Gj , G^ , M 

sono condizionati nello stesso modo di quelli che formano la serie (2). 

Consideriamo i gruppi G a e Gp. Indichiamo con S una sostituzione del 1°, con 
S' una del 2", con S, ed S,' le corrispondenti appartenenti rispettivamente ad I, 
ed I.. Poiché la sostituzione S -1 di G, corrisponde all'altra S, _l di I a , ad S"'S’S 
corrisponderà S, -, S ( 'S, clic evidentemente appartiene ad K e perciò S _, S't? dovrà 
appartenere a Gp, quindi Gp è permutabile alle sostituzioni di G a . 

Inoltro tra G, e Gp non vi può essere un gruppo intermedio clic fosse per- 
mutabile alle sostituzioni di G,, perchè altrimenti tra I, ed Ip vi dovrebbe essere 
un gruppo permutabile alle sostituzioni di I tt , il che è impossibile. 

Or se indichiamo con f , f. f" ctc. i fattori di composizione di I, saranno gli 
ordini di l^.Ip.I^ ctc. rispettivamente la f tt , ff' a . ff ctc. parte dell'ordine di 

1, ma ad ogni sostituzione di 1 corrisponde un medesimo numero di sostituzioni di 
G, dunque gl' ordini ili G„, Gp, G, ctc. saranno rispettivamente la f a , f( m , ff'f” etc. 
parte dell'ordine di G, ossia i fattori di composizione di G saranno quelli stessi 
di I e quelli di M. 

127. 1 fattori di composizione di 31 sono lutti eguali a p. 

Le sostituzioni di M, dovendo corrispondere alla sostituzione 1 di 1 sono della 
forma 

T = [x, x' ...- x + p (<tx + 6x' + ...), x’ + p(a'x+ b'x' + . (modj> 1 ) 
quindi 31 contiene un gruppo 31, le cui sostituzioni sono della forma 

T, = [x, x' ... x + p* (o,x + ò,x' + ...), x’ + p* (a,'x -r b,'x' + ...), ...) (modp 1 ), 

31, contiene un gruppo 31, le cui sostituzioni sono della forma 

T, = [x, x' ... x + p 3 (a t x + b t x‘ + ...), x' + p 3 [a t 'x + 6, 1 ’x’ + (mod j/), 


Digitized by Google 



)( 93 )( 

c cosi di seguito sino ad un gruppo 51*., che ne contiene un altro M k _, le cui so- 
stituzioni sono della forma 

x'+p x -\a\^x+b\_ t x'+...), ...] (modp 1 ). 
È facile il vedere: 1° che le sostituzioni di quest' ultima forma sono mutabili 
con quelle di M: 2° che tra due sostituzioni T', T" di M ed un’altra T, di M, esi- 
sta la relazione 

T r = T" T' T, : 

3“ che tra tre sostituzioni T f,) , T r , T r+ , appartenenti rispettivamente ai tre gruppi 
M, M r , M r+I esista la relazione 

T r T (r) = T(1 T r T r+1 , 

da cui si deduce che alle sostituzioni di M sono permutabili i gruppi M, , 51, etc. : 
infatti da essa si ricava 

(T |r )] _ , T r T< r > = T r T r+ , , 

ma T r T rr , è una sostituzione di 5f r . perchè 5! r comprende M r+ , , dunque la pre- 
cedente relazione dimostra che la trasformata di una sostituzione di Jl r per mezzo 
di una sostituzione qualunque di 51 appartiene ad 5I r . perciò 51, è permutabile alle 
sostituzioni di M. 

Or supponiamo che A sia una sostituzione di 51 che non appartenga ad 51,. Vi 
dovranno essere delle potenze di A che apparterranno ad 5J, (*). Supponiamo elio 
la minima sia A'. Si può supporre che r sia un numero primo, poiché se fosse 
uguale ad mr, essendo m un numero primo, potremo prendere A r in luogo di A, 
ed allora il grado della potenza di A r che darebbe una sostituzione appartenente 
ad 5f, sarebbe il numero primo m. 

Le sostituzioni della forma A p T, in cui p è minore di r sono tutte distinte, 
Infatti se fosse 

Af T, = A p T’, 

sarebbe anche AP“P" ^ T,' T, - ’ , 

ma p‘ — p" è minore di r , quindi non sarebbe r il minimo esponente a cui biso- 
gnerebbe innalzare A per avere la sostituzione T,'T, -1 di 51,, il che è contrario 
all' ipotesi fatta. 

Inoltre il prodotto di due sostituzioni AP'T,, AP>T,' della forma AP T, ha la 
medesima forma. Infatti questo prodotto è AP* T, A p * T,', ma essendo 51, permuta- 
bile allo sostituzioni di 51 si ha 

T, AP* = AP» T,", 

quindi questo prodotto si può mettere sotto la forma AP ,+ P» T," T,'. ovvero sotto 
l'altra AP* A r A," T,\ supponendo essere p, + p, = r + p 3 . ma A r A," T,' 6 una sosti- 
tuzione di M, . dunque il prodotto in parola si può mettere sotto la forma AP T, , 

(*) Infatti essendo il groppo M, contenuto in M, pel teorema di Lagrange, la sosti- 
tuzione A non contenuta in M, si può mettere sotto la forma CT, essendo C una sosti- 
tuzione di M non contenuta in M, : or poichò M, è permutabile alle sostituzioni di M, 
la potenza m™ di CT, si può mettere sotto lo forma C” 1 T, |B| , essendo T, ( ”> una sosti- 
tuzione di M,, e se si suppone che >« sia l’ordine di C sarà C“=t, ed A“=T,i*l. 


Digitized by Google 



)( 9 * )( 

laonde le sostituzioni di questa forma costituiscono un gruppo N di ordine gr, in- 
dicando con pi l'ordine di M,. 

Supponiamo che R sia una sostituzione di M clic non sia della forma A P T, e 
che sia B* la minima potenza di B che si riduce a questa forma (*j. Per una ra- 
giona analoga a quella innanzi indicata possiamo supporre che s sia un numero 
primo. Si dimostrerebbe come si è fatto innanzi che le sostituzioni della forma 
15° A p T, in cui o ù minore di a formano un gruppo il di cui ordine è prs. 

Continuando allo stesso modo si giungerà ad una forma sotto la quale si pos- 
sono porre tutte le sostituzioni di 11. Supponiamo per (issare le idee che questa 
sia B 5 A*“ T,. Allora tra due dei tre gruppi M, N, M, non ve ne può essere un altro, 
perchè, se vi fosse, il suo ordine dovrebbe essere un divisore di prs ed un mul- 
tiplo di pr, il che è impossibile per essere s numero primo. 

Inoltre allo sostituzioni di uno di questi tre gruppi, per esempio a quelle di 
M è permutabile il seguente N. Infatti la trasformata di A P T, per mezzo di B 5 'A P 'T,' è 

( B c- A p. jyp T( A p' qy 

ovvero (.V T,')”* iB ir p A p T, B 0 ' A p ' T, r , 

essendo (B a ‘ A p ' !,')—• = (A*' T,’r’ (B 0 )-*, 

ma A<> T, B 5 ' = (BV AP B 0 ' (B®*)—' Ti B’’ 

(B°'p A? B’' = AP T,", (B»'r' T, B’ = T,'" 
dunque la trasformata sarà uguale ad 

(AP'T,')-* A? T,"T,'"AP’ T,' 

e perciò apparterrà ad N. 

Dal ragionamento fatto risulta che i Ire gruppi 11. N, M, sono cosi condizionati 
clic ciascuno è contenuto nel precedente, è permutabile alle sue sostituzioni, ed 6 
il più generale di quelli che godono questa doppia proprietà; dunque i fattori di 
composizione di M sono r, s c quelli di M,. 

Ora il determinante di una sostituzione della forma 

[a, x 1 , ... x + p {a* -J- òr 1 + ...), *' + p(a’* + 6'*' +...), ...J 
è uguale ad una espressione della forma 1+pD, essendo D una funzione di a, b, eie., 
quindi esso è primo con p. qualunque sia il valore di D, per conseguenza possia- 
mo dare a ciascuno degli n* coefficienti a, 6, etc. tutt'i valori da 0 a p‘~' — 1, 
perciò l’ordine di M sarà pA-i)« , ma r ed s sono due numeri primi che dividono 
l'ordine di M, dunque r = s = p. Analogamente si dimostra che i fattori di com- 
posizione di M, sono gli uni uguali ape gli altri a quelli di M, etc. 

128. 3° Caso m = a* g* 1 -j 1 *... Poniamo p = $*'(?... , q = o} donde m = pq. 

(*) Questa 2* ipotesi può farsi, poiché essendo il gruppo N contenuto in M una so- 
stituzione B di M può mettersi sotto la forma DA , 'T, ; e poiché tra due sostituzioni T, T" 

di M ed un'altra T, di M, si ha la relazione T'T"=T"T'T, , ed è M, permutabile alle 

sostituzioni di M, la potenza tu'"* di B si può mettere sotto la forma [)“’ A’" 11 T/"*, e 

supponendo essere m l'ordino di D sarà B = A" P T,'“ ) . 
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Affinchè un'espressione della forma 

S — (XjX',... x + p (nj + bx' + ...), x’ + p (u'x + b'x’ + ...), ...j (tnodm) 
rappresentasse una sostituzione è necessario clic il determinante 


1 + pa , 

pb , .. 

. a b ... 

pa' , 

1 + pb', .. 

. = I + p" a' b ' ... 

* * • * * 


fosse primo con in, ma esso è primo con p, dunque lo dovrà essere con 7. Ora, 
essendo p e 7 due numeri primi tra loro, possiamo determinare due numeri interi 
r ed r' tali clic si abbia 

rp + r'q = 1 , 

ed allora si può scrivere S nel seguente modo 

S = [x,x',... r'7x+p[!a+r)x + &x' + ...), r'7x' + p[a'x+(b'+r)x' + ,.J (rnodin) 
ed il suo determinante prenderà la seguente forma 


r'q + p (a + r) 

pb 

a + r 6 ... 

pa' 

r'q + p (6' + r)... = ir' 7)* + p* 

a' b' + r... 


quindi perchè S possa rappresentare una sostituzione è necessario che il deter- 
minante 

a + r b 
n' b' + r... 


sia primo con 7, ma questo si ottiene per 11(7") sistemi di valori di a+r, b, ctc. 
a cui corrispondono altrettanti sistemi di valori di a, 6, ctc., dunque li (q") indi- 
cherà Cordine del gruppo II formato dalle sostituzioni della forma S. 

Similmente si dimostrerebbe che u'p") sia Cordino del gruppo II' formato dalle 
sostituzioni della forma 

= x+ 7 (n,x + 6,x' + ...), x' + 7 («,’x + 6,'x' + (modni) 

129. Le sostituzioni di 11 sono mutabili con quelle di 11', poiché essendo 
pqsO (modth) 

x x + p (a x + 6 x* + ...) + 7 (a, x + b, x* + ...) 
sarà SS'=S'S= x' x'+p (a'x + 6'x'-i- ...) + 7 («,'x + b,'x'+ ...) . 


130. Inoltre so indichiamo con S, , Sj, S 3 ctc. le sostituzioni di li e con S,', 
S,',8 s 'ctc. quelle di II', le altro della forma S r S,' saranno tutte distinte. Infatti 
se fosse 

8 r S,'=S,,8.', 

sarebbe anche S r r* 8 r = S',. S,' , 

e quindi S r . sarebbe una sostituzione comune ad II e ad 11', ma le sostituzioni 
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comuni a questi gruppi, dovendo essere della Torma 

[ r, ar', ... x + pq (ax + bx' + ...), x' + pq (a'* 4- b’x' -r 
sono uguali ad I, dunque sarà 

W-1, S',.s;-' = t 
donde S r = S,,, S’, = S',.. 

Di qui risulta clic il numero delle sostituzioni S, S,' e uguale ad 

a [p n ) a fa") = a (m*), 

uni questo è il numero delle sostituzioni del gruppo lineare G di grado m", dun- 
que tutte le sostituzioni di G sono della forma S r S,'. 

131. Or se y,yf, etc. sono degl'indici variabili da 0 a q — l ed in numero 
eguale agli altri ;r, .r’, etc., le sostituzioni della forma 

- --- fy, >j'- ... l'ffa + r)!/ hbi/’ -(...]. p [ufa + fa’ + rjif’-i- (modq) 
foruiuno un gruppo! isofurmo ad 11. Infatti ciascuna sostituzione £ corrisponde ad 
una sostituzione 

S = [x,®', ... r’qx + p r(u + r) x + 6i’ + .. .], rfax'+[n'x+ (fc'+rlx' + ...), ...) (modi»), 
ed inoltre in forza delle relazioni 

pq = 0 (m od in) , r'q ■ rfa — rfa ( 1 — rpì = r'q {mod m) 

- al prodotto di due sostituzioni £ corrisponde quello delle corrispondenti di 11. 

132. l’osti questi principii passiamo a dimostrare la seguente proposizione. 

I fattori di composizione di G sono gli uni uguali a quelli di I r gli altri 
a quelli di li'. 

Supponiamo clic I si possa scomporre nei gruppi 

1, I', 1” 1 (3) 

tali che ciascuno sia contenuto nel precedente, sia permutabile alle sue sostituii!»», 
e sia il più generale di quelli clic godono questa doppia proprietà. Siano 

“ fa") ■ a fa*) 

r ’ rr 

gli ordini di 1', 1", eie.: II,, II, etc. i gruppi formati dalle sostituzioni di 11 clic cor- 
rispondono a quelle di 1 elio formano rispettivamente 1', 1" etc.: ed In fine I,, L' eie. 
i gruppi formati moltiplicando le sostituzioni di II, , II, etc. per quelle dì II'. 

I gruppi G , L . L\ H' 

sono nelle stesse condizioni di quelli che formano la serie (3). 

Consideriamo i due gruppi I. ed L' ed indichiamo con S^S,/ una sostituzione 
del 1° o con S r S r ' un’altra del 2". La trasformata di S r S r ' per mezzo di è 

appunto 

(S,S*r%8/8^8/, 

ma poiché una sostituzione di li è mutabile con un' altra di II', possiamo porre la 
precedente sostituzione sotto la seguente forma 

V'SrMV S r'V' 
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Ora le sostituzioni di 1 che corrispondono ad S^ -1 , S r , S H sono rispettivamente 
2^“', 2 r , 2^, ma appartenendo la 1’ e la 3* di queste ad I’, e la 2* a I" la sosti- 
tuzione 2^“' E r 2^ fa parte di I", dunque la corrispondente S^ -1 S r di II deve, 
appartenere ad I', ina anche l'altra S'^ -1 S r ' S,/ appartiene ad I', dunque la tras- 
formata in parola appartiene ad L', e perciò il gruppo L\ evidentemente contenuto 
in l„ è permutabile alle sostituzioni di L. 

Inoltre non vi può essere un gruppo intermedio a L ed L' clic fosse permu- 
tabile alle sostituzioni di I,, perche se vi fosse vi dovrebbe essere un gruppo in- 
termedio ad I ed I' clic fosse permutabile alle sostituzioni di f , il elle è contro 
l'ipotesi. 

Ma gli ordini dei gruppi 


ti , l , L', ir 


ìz (p"j a .//") , zi ip") 


tifi, (p-) 


ovvero 




ii (m") n (m" 

r ’ ~¥~ 


, ... {p») , 


dunque i fattori di composizione di G sono f, f, ctc. e quelli di II'. 

Similmente si dimostrerebbe che i fattori di composizione di li' sono gli uni 
uguali a quelli del gruppo lineare di grado (p**-)" e gli altri a quelli del gruppo di 
grado fa'...)", e così di seguito. 


CArO 5.' 


Forum canonlcn delle kohIIIuzIoiiì lineari. 

133. Sia 

A = |x, x', ... or + l>x' + ... , a'x + b'x' + ... , a"js + 6"*'+ tin»<l 

una sostituzione del gruppo lineare di grado )P nella quale gl - indici x, x', .e". ... 
e le costanti a, ò, ctc. sono variabili da 0 a p- 1. Ci proponiamo di mettere questa 
sostituzione sotto una forma più semplice 
A tal fine osserviamo che la funzione 

y = ax + gx' + Tfx" -i- ... 
è trasformata dalla sostituzione A nell' altra 

o (nx + bx' + .. ) + p (a'x -)- b'x' + ...) + f (a”x i 6V + ...) + ... 
la quale si riduce a Ky se a, ji , y etc. sodisfuno alle relazioni 

sz-t-4 + «"lfT...aK«, 6a + ò'g-t-ò"Y + ...sK(ì, ... (inotlpj, (I) 


essendo K una radice della congruenza 


A = 


a — K a’ 
b Ò'-R... 


= 0 (modpj 


clic chiameremo congruenza caratteristica di A. 
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Sostituendo nelle (I) successivamente le n radici K 0 , K ( , K,...K„_, della con- 
gruenza caratteristica si avrebbero n sistemi di congruenze da cui si potrebbero 
ricavare i valori dei rapporti di a, g, ■», ctc. c.orrispondcnti allo indicale radici. 

134. Or possiamo distinguere due casi: 

* t“ Caso, l’er ciascuna delle indicale radici si hanno pei rapporti di o, etc. 
dei valori determinati. Allora indicando con a,, f,, y 0 , ... : *i , Pj.Y», ••• ; *•• i va- 
lori di a, P,?,... corrispondenti rispettivamente a K„, K, etc. si avranno le n 
funzioni 

y« - “o* + ri*’ + f ••• . Vi “ *, x + Pt*’ + fi*" + 

le quali per A sarebbero moltiplicate rispettivamente per K 0 . K, ctc. Ma sono tra 
loro distinte, cioè non sono tra loro legate coi) relazioni di 1 " grado per rispetto 
ad esse, perchè altrimenti gl’indici x, x', xf’ etc. di cui y 0 , y, eie. sono funzioni sa- 
rebbero legate con relazioni lineari e non sarebbero più tra loro indipendenti , il 
clic non è. Quindi possiamo sostituire agl' indici r, a' etc. gli .altri y 0 .y t ctc. , ed 
allora A prenderà la forma semplicissima 

[i/o. Vi » —* K 0 !/o * K|!/i » •••!• 

1 35. 2” Caso.' Per K„ si hanno pei rapporti delle quantità a, p, 7 , ctc. dei va- 
lori indeterminati. Allora si avrebbe un numero indeterminato di funzioni le quali 
sarebbero moltiplicate per K 0 dalla sostituzione A. Ma tra queste necessariamente 
vi debbono essere delle distinte tra loro di cui tutte l' altre sono funzioni. Indichia- 
mo con y # , y 0 ‘, y 0 " ctc. queste funzioni distinte, le quali evidentemente sono delle 
funzioni degl' indici primitivi x, x‘ etc. i cui coefficienti sono funzioni di K„. Or se 
supponiamo che, essendo F un fattore irriducibile della congruenza caratteristica di 
A, siano K,, R, , ... K/_, le radici di 

F 3 0 (mod p) , 

cambiando nelle funzioni ij 0 . y 0 ’ ofc-, K 0 successivamente in K, ... K,_, si avranno l 
serie di funzioni conjugatc y„, y,’... : y,.y ,\ ... ; ... y ( _,,y 

Quelle clic formano una medesima serie sono tra loro indipendenti, altrimenti 
non lo sarebbero j/ 0 , y 0 ' ctc., perchè una relazione che ha luogo per le funzioni di 
una serie deve reggere per le funzioni coniugate appartenenti ad una qualunque 
delle rimanenti serie. Quelle che appartengono a serie diverse sono altresì tra loro 
indipendenti: infatti supponiamo che si avesse la relazione 

r>J, fy j = 0 

in cui r, s, l fossero funzioni di K„, K, ctc. Sostituendo K, in luogo di K, si avrà 

»•'!/. + + f'Ji s 0 . 

c ponendo K„ in luogo di K s , si avrà 

r"y, + s''y„' + l"y, e 0 . 
c ponendo K 0 in luogo di K,, si avrà 

r'"y, +«"'y 1 ' + ry o =0, 

ed eliminando tra queste i relazioni y ( ,yi', y 5 . si avrà una relazione tra y 0 ed y u ', 
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il che è impossibile, perchè si è supposto clic queste funzioni siano ira loro in- 
dipendenti. 

Inoltre la A, moltiplicando le funzioni y 0 ,y,' ctc. per K„, moltiplicherà lo fun- 
zioni della serie conjugata y p , yj ctc. per la radice corrispondente K ? . Infilili se 
la funzione 

? = a + hK 0 + cK 0 * + ... + cK 0 /_l 

nella rpialc n, h, c ctc. sono funzioni degl’ indici x, x', ctc. è trasformata da A nel- 
l’altra 

?, = a' + 6K, + c'K„ ! -p ... + «'Ko'* 1 , 

dovranno le funzioni a,t>, cete, essere trasformato da questa sostituzione rispetti- 
vamente nell'altro o', 6 ', c' etc., quindi la funzione 

5 ’ = n+ &K p + clip* + ... + eK p '~' 
conjugata di 9 dovrà essere trasformata nell' altra 

9,' = a' + fc’Kp + c'Kp* + ... + c'Kp'* 1 

conjugata di 5 '. 

I)a quanto si è detto risulta che si possano prendere per indici le funzioni 
delle indicate I serie in luogo di altrettanti indici primitivi; ed allora la sostitu- 
zione A prenderà la seguente forma. 


y» 

lidio 




Kpl/o’ 



y» 

R>, 



x" 

nj“it“ + b*. r" + ' + . 

• +fi<Ja ,'Vo ■ 


à"-' 

n.'-U " 1 + ò 1 *" + ' + . 

■■ + r r {y»,yJ- 

■•Vi—) 


e la sua congruenza caratteristica prenderà la forma 


{R-K„nK-K,r... 


a," - K , 6," 


, ò ”* 1 - K... 


=3 0 (mod p) , 


essendo X il numero delle funzioni y t , yà ctc. 


136. Ma la caratteristica di una sostituzione non si altera per un cambiamento 
d’indici, quindi A dovrà essere divisibile per 

(K-K 0 j l (K-K,)\.., 

ossia per la potenza X m » del fattore F di A ; c siccome F l è un polinomio a coeffi- 
cienti reali, il quoziente di questa divisione 
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“ — K 

b, m 

..e," 

A' = 

o { 

M-t-f 

li,"" — K ., 

,.e," + ' 


u. 

n-i 

I 

fi,”’ 1 

..e,*" 1 - Iv 


siirìi alleile mi polinomio in Iv n eocflicienti reali. 

Sia F' un fattore irriducibile di A' o K„' , K,' , ... K' r — i In radici di 1" 
sostituzione 


a ," 4 '.r w + /i, 1 "'" .r" ' + + e l "- , .r " -1 

I 

| X*-* 1 r“ t- + ... + C,"*'x ,,_, 

si potrò porre sotto la forma 

I K 


! x*"“’ a t m * m jr m ' m ' ■ “ V“ «*• | 


**-• II*-' i“+ m ' + b,“: 


*•' e,"-' .r"- 1 ! 


Quindi facendo rpiestn cambiamento d'indici insila procedente trasformata di A. si 


i nuovi 

i trasformala 


% 

b 0 .v 0 


tu' 



f/l 

K|!/. 


~<ì 

K - f !/.!/«' •• 

• !/, 

. 1 
“0 

K, 'o + /V?Ai!/e 



K l -1 + Ir»,,»,,' ■ 

», •••) 


f.i -to' *« '«.' • 

X . . 

.. + e,"*'"' 



.. se,"-' 


*“ " •>” * -■ ... + e,- - .r— - f, (,/„ . »; ... y, ... s. . ...) 

J.S-, Jj»*- + ... + r t -, T-I /; f,. 0 . ... ?/| ... -, . ...) 

Facendo il caiiibiniucnlo d'indici diretto a semplificare In sostituzione 
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| a"-' x"" M ’ + ... + c,"-' ®"-> I 

e cosi seguitatolo, si giungerà a tiare ail A la seguente forma 


I/o » Va » I'o!/« . I'o!/ti i 

’J, , y,', K,y, , K.t/,', 


: 0 1 


• y, 


~l 

K,' z t+ 5i(lf» i Va' • 

-Vi 


^01 •••••• 

K„" «,+ $ [<Jo . y«' 

• !/i . 

!/i -0 ••• -’i •••) 

r« 


• Vi . 

i !/* ••• ~o ••• «o 1 


nella quale si sono posti in linea orizzontale tutti gl' indici che si riferiscono ad una 
stessa radice di A s 0. 

137. Supponiamo clic i fattori irriducibili F' , F" di A a cui corrispondono ri- 
spettivamente le radici K 0 ‘, K„" siano uguali ad F, e clic l'altro F" a cui appartiene 
la radice K 0 "' sia diverso da F, allora sarà K 0 = K,' - K," e K»'" sarà diversa da K». 

Ora la futuionc 


te» = v, + p»u» + ... + e,:» + + °i'i + — + 0 o !/o + ®o + ••• + ®iVi + — 

è trasformata dalla sostituzione A nell' altra 

K»’V, + / (|/ 0 , y ,' ... y , ... i» ... s, .. u» ...) 
ed i coefficienti di u»... :» ...x, ...t/», t/ 0 '...t/, ... in •/' hanno rispettivamente Informa 
(K 0 - K»" 1 ) p» + a , (K, - K 0 ’"ì e, + Ip, + e , (K, - K»™) e, + dp, + e , ... 

Uguagliando a 0 (modp) questi coefficienti si avranno delle congruenze dalle quali 
si potranno sempre dedurre dei valori determinati per p» , o» , ... ; e sostituendo 
questi valori nell'espressione di te», si avrà un valore di te» che sarà moltiplicato 
da K„™ dalla sostituzione A. 

Il valore di te 0 cosi determinato non conterrà altro immaginario clic K„"'. In- 
vero se si incominciasse la semplificazione di A dall' adoperare le radici H»” eie. 
del fattore irriducibile F'" si dovrebbero avere degl'indici, funzioni di K»'", i quali 
sarebbero moltiplicati da A per K»", ma A moltiplica te, per K»’”, quindi te, dovrà 
essere funzione dei soli sopra indicati indici e per conseguenza dovrà essere te» 
funzione del solo 'Immaginario K»"'. 

Sostituendo nell'ultima trasformata di A all'indice r„ l’altro te» ed ai rimanenti 
clic appartengono al fattore F" di A delle funzioni determinate come te» , cioè delle 
funzioni delle radici di F'"s 0 (tnodjt) indipendenti dagl'indici y», y,’...y t . ..;»••*•■•• 

11 
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Appartenenti al fattore F ili A. e In stesso facendo per gl" indici appartenenti ugli 
altri fattori di A, la sostituzione A prenderà la seguente forma 


i/o , I/o' l'otto » K oV 

!/i , Vi l'.!/i , K,;/,' 


-o 


I/o' • 

<j, • 


-1 

. ... K,5, + 5,'y # , 

y# ■ 

•• S/i 

.. y,’ ...)... 

«0 

K.». +’!'(!/«, 

!/»’• 

•• Vi • 

•• Vi' •••)-- 

"’o 

K’V, 





in cui gl' indici sono divisi in sistemi tali rhc gl' indici di ciascun sistema sono 
rimpiazzati da funzioni lineari degl'indici del medesimo sistema: il 1“ di questi si- 
stemi comprende gl'indici y 0 ,t/ 0 \..; y, . y,' ... ... s, ... ; h„ ... relativi al fattore 

F di A, il 2“ gl'indici tr # ... relativi al fattore F"', c cosi di seguilo. 

138. Consideriamo il 1“ sistema d'indici c sostituiamo agl'indici s» .... v „ .... 
gl' altri 

(=o) — -o + t'Jo + t'ilo' + ••• > (<*») = «o + «-o H’ + ®!/i ®'i/i' + ... 


i quali da A sono mutati in 

K. l-o> 8“ ti (i/o i I/o ••• !/i ì !/i •*•) i l'o 'j , a / 8' $ (i/o : Fo J/« » ì/i i -o 


...) 


Ma siccome i coefficienti di yp, y,' ... ... in y ctc. sono 

(K t - K,J p + a > (K, - K,’ '/ + «' ... 

(K, -K,)o + />, (K, — K,) 0 4-eg ni, (K„ - KJ V + c’p + il 1 , ... 


determinando le costanti p, ctc. mediante le relazioni clic risultano uguagliando 
a zero (modp) le precedenti espressioni, si avranno per valori di (; 0 ), (wj etc. delle 
espressioni clic saranno trasformate da A in altre che non conterranno y, , y, 

Inoltre (u # ) sono funzioni degl' indici primitivi clic non contengono altro im- 
maginario clic K„; poiché K.,, a, b. c, liete, sono funzioni di K 0 quindi p, p' , o, a'... 
non conterranno d'immaginario che K 0 . .. 

Sostituiamo agl'indici rispettivamente le funzioni (*, ... (it,) ... con- 

iugate di (; e ) ... (»„' ... ed allora, togliendo lo parentesi divenuto inutili, la sosti- 
tuzione A prenderà la forma 
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I/o > I/o *■• 

••• ^oVo ^o!/o 


’o » "o ••* 

... K„; 0 + ? (|/ 0 , i/o'.. 

•), k«v +?'(!•'*. y»'-) 

^0» «# ••• 

... Kq1/q + [-e t -o •* 

• Vo t Vo •••) » ^ (*o > ~o ••• Vo » I/o •*•) 

l/l . l/l' ••• 

... K,!/, K,!/,' 


tc 0 

... K 0 "V 0 






nella quale gl' indici del I" sistema sono divisi in I serie coniugate 

I/o 1 I/o ••• "o 1 l/l 1 I/| *i *.• t/i ••• I 

corrispondenti rispettivamente alle radici K„,K, ctc. del fattore irriducibile F. 

130. Ora le funzioni i|/ (r,, :„’••• I/o. I/o'—). ^(*o. s .' — I/o. !/•'•••) so »° lr a loro 
indipendenti , perchè se fossero legate da una relazione della forma 

gl’indici r 0 , non sarebbero più indipendenti fra loro, il che non è. Quindi 
possiamo invece di , r 0 ' t ctc. prendere per indici le funzioni dctcrniinatc 

dalle seguenti relazioni 

Ko^o = ^ ("o"o ••• I/o . I/o •■’)> KA = l l' \ 5 o“o ** ■ !/o!/o • ••) ’ , 

cd allora A cambierà uno di questi nuovi indici per esempio Z, in K„Z 0 più ur.a 
funzione di y, , y B ' ctc. ; e gl’ altri v c , ctc. rispettivamente in K„ (ti„ + 7.J , 
K. K *4* Zo ) » ••• 

Analogamente poSsiaino'sostituirc a tutti o ad una parte degl’indici y„,y B ... 
dei puovi indici Y„, Y 0 r ... scelti in modo clic A permuti Z, , rispettivamente in 
K. A + Y.) , K„ + Y,') , ... 

Continuando questa riduzione si perverrà a porre A sotto la seguente forma 


A = 


ì„,z, » tq. • ■ ■ K 0 \ 0 , K„ \ 0 -f* / 0 ), K 0 (Uq + Z 0 ) ... 
Y.', Z 0 ' K„Y 0 ',K 0 !Z 0 ' + Y 0 ') 


nella quale gl’indici della 1* serie si trovano divisi in serie distinte Y 0 ,Z,,h 0 ..; 
Y t ', Z,'... ; ... clic A altera con una legge semplicissima. 

Per semplificare le alterazioni clic A fa subire ad un’altra serie t/j,, conju- 
gata di y B , y B ... basterà cambiare gl’indici y e , y 9 ' ctc. negl" altri indici Y p , Z p , H p ..., 
Y p ',Z p . ..;... conjugati di Y, , Z 0 , t/ 0 ...; Y § ', Z,\ c questi nuovi indici saranno 
da A permutati rispettivamente in 

Kp Y p , K p (Yp + Z p ) , Kp (t*p + Zp) ... 

Kp Yp', Kp (Zp' + Yp') 
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I i' 1 . I)a iiuanlo si c detto si deduce il seguente 
Tuoiikma. — Sia 

A = [a, <uj f ter' + ... a'x + b'x' + ... , ...] 
min sostituzione lineare qualunque a coefficienti reali tra n indici variabili da 
0 a p— 1; siano F,F... i fattori irriducibili della congruenza di grado n 

a - K a' 

b ' 6'-K ... =0 (modp) ; 


1,1'.... i loro gradi rispettivi; ed m,m\ .... i loro gradi di multiparità. Si po- 
tranno cambiare gli n indici indipendenti x , x'... in. altri indici che godono le 
seguenti proprietà: 

1. " Questi indici si dividono in sistemi corrispondenti ai diversi fattori F, F'... 
e contenenti rispettivamente !m, I'iii', ... indici; 

2. ” Sinno K„, K, ... K|_, le radici della congruenza irriducibile FeeO (inodp); 
gli Itn indici del sistema corrispondente ad F si dividono in I serie corrispon- 
denti alle radici K 0 , K, ... Ku, ; 

3. ° DI' indici della /“ serie di questo sistema sono delle funzioni lineari 

degl'indici primitivi, i di cui coefficienti sono funzioni di K„; essi costituiscono 
una o più Serie y 0 , z, , u 0 .... ; y„' , z„' .... ; .... (*) tali clic A permuta gl'indici 
y, , , ii, , ... d’una stessa serie rispettivamente in K v y ( , K 0 {/. 0 4- y„) K 0 (>'•+**)...; 

4. ° Gl'indici della r+! nu serie saranno le funzioni y r , z r > u r ... , y,', i,\ u,'. ..;... 
rispettivamente conjugalc delle precedenti, c clic si formano ponendo K r in luogo 
di K„: la sostituzione A scambierà quest' indici rispettivamente coll’ espressioni 

Vr » l^r (*f d* J/r) » l^r ('b d - ~r) i ••• 

Diremo forma canonica di A la seguente 

i/o > ~o » Oo » Vo Inolio i l'o (-0 d i/o) , Ho (llj + s 0 ' • , ; K o i/o j 

K,y, , K, (i, + y,) , K, (li, + ;,)... ; R, g,’ .... 


l'a lì o I ’u 


Ut. Questa forma ci conduce facilmente a trovare l'ordine di A. 
Supponiamo clic la potenza X di A abbia la seguente forma 


I/o > *0 » «0 •* 

; !/,'•• 

• l'o' *Jq » l'o (*o * 4 “ ^Vq) y K 0 ' 


•• ••• 

!/, , r, , W| .. 

; Vi' ■ 

• K, l y, , K , 1 (s, d- >•»/,) , K,* 

r . x (x — n i 

«1 d- AI, + — y, J 


l'o • • • • 

. . . . 

• ^0 




(•) Qui si dinotano con y, , s, ... gli indici che sono stati dinotati prima con Y„,Z 0 , ... 
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e ctic siano 


! /.«'„ 4- 


X IX - Il . . . <X - r I- I! 
_ 


io] 


K 0 l [.X 


, X(X- l)...(X-r + ?) 1 

+ (T^TJT <J*\ 


■'espressioni con cui A* scambia rispettivamente gl' indici r i- 1™" ed r™'' della serie 


i/o 1 “O ’ "o * * ■ 

Per avere la funzione clic A l+I pene in luogo de! r 1 - l rai> indice dell' indicata 
serie bisogna addizionare le soprascritte espressioni dopo averle moltiplicate per 
K,; ma la somma dei coefficienti dei termini r+ I"” ed r™® dello sviluppo ili (x 
dà il coefficiente del termine r + I"* dello sviluppo di (x (- «]* +l , duri (pie l'indicata 
somma sarà 


1 [»'o 


4- (X 4- 1) X # + . . .+ 


(X + 1)X ... X - r + 2) 


I/o 


per conseguenza se la legge si verifica per la potenza X m * di A si verificilerà anello 
per la X+ l ml , ma essa si verifica per la 2*, adunque la legge è generalo 
So X ò l'ordine di A 6 necessario clic abbiano luogo le relazioni 


(I) K„ l = K, l s...= l, K o ‘X~0, K, 1 — X_— 0 ... K 0 d = t ... (modp) 

per modo elio se f indica il numero degl' indici contenuti nella più lunga dolio serio 
y , , : 0 1 ••• i I/o' i -à ••• ; ••• dovrà essere 


( 2 ) 


X = 0, 


X(X-1) 


— o , . 


X (X. - 1) ...(X- p t- 2) 

. <? _ < = 0 (modp). 


La 1" di queste congruenze esprime che X debba essere divisibile per p. Or 
se dinotiamo con p 1 la massima potenza di p contenuta in X e con p ? la massima 
potenza di p inferiore ape necessario die fosse a > q 4- t affinchè le (2) abbiano 
luogo. Infatti se fosso altrimenti tra le (2) vi sarebbe la congruenza 
X |X — I ) ... (X - p* + l)_, 


I -2 ...p ! 


;0 (mod p) 


la quale non potrebbe aver luogo; perché X — 1, X — 2 , ... X — p* + I , X conter- 
rebbero rispettivamente le stesse potenze di j> che si contengono in 1, 2, ... , jj*— 1, p*, 
quindi il P membro della congruenza non sarebbe divisibile per p. 

Ora è sufficiente clic fosse a = <j + 1 perchè avessero luogo le (3). Infatti sia 
X(X — 1) ... |X — r 4- 1) __ q 
r! 

una di esse. Essendo r<p 7 *', X — I , ... X - r-t- 1 sono rispettivamente divisibili 
per quelle potenze di p che dividono 1 , 2 ... r — t , ma r contiene una potenza di p 
minore di p ,M , dunque la precedente congruenza è soddisfatta. 

Inultre affinchè X sia l'ordine di A è necessario elio avessero luogo le relazioni 

I, K„' 1 s 1 ... (modp), 


quindi X dovrà essere divisibile per gl’ esponenti 5 0 . 5, ... Z‘ ... delle più piccole po- 
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teme di K 0 , li, ... , K„' ... clic sono congrue ad 1 , e jicr conseguenza dovrà essere 
divisibile pel loro minimo multiplo d. 

Or se v„,v,...; v'... sono rispettivamente i gradi degl' immaginari! K 0 , K,...; K„'... 
i numeri ò„ò, ... ; 5' ... debbono rispettivamente dividere p v — 1, p v >-l, ... ; p' 1 '— 1..., 
ma se [i è il più piccolo multiplo di v„ , v, ... ; v’ ... , p 1 * — 1 è divisibile per p*«— 1, 
p v . — 1 ...; p v — I ... . adunque anche 8 0 , 2,..., 5'... ed il loro minimo multiplo d 
dovranno dividere p 11 - 1 , ma p 11 — 1 è primo con p , adunque anche d è primo con p. 

Dovendo X essere divisibile per i duo numeri d e p , ' M che sono primi tra loro, 
sarà divisibile pel loro prodotto iip ,+l ; ma questo numero soddisfa a tutte le con- 
dizioni (1), dunque esso è il più piccolo valore di X per cui si abbia A*=l, e 
perciò rappresenta 1* ordino di A. 

142. ConoLL.vmo. — Se l'ordine di A è uguale ap, sarà K/sl, donde 

ma si lui K„'‘ '"'si, dunque K 0 =K B ’'*=1. Similmente si ha K,=l ... K„’sl ... Dun- 
que la congruenza caratteristica di ogni sostituzione lineare di ordine p ha le sue 
radici uguali ad 1 , e perciò può essere ridotta alla sua forma canonica con una tra- 
sformazione d'indici reali. 

Se la sostituzione A si riducesse alla forma 

(i/o . Va' •••)!/») V\ ••• V, ... K 0 y B , K 0 i/ 0 ' ... K,y, , K,y,' ... K B 'v„ ...) 
le (I) si ridurrebbero all'altro 

R/sK/sn.s 1 , K 0 '= 1 ... 

e X si ridurrebbe ad... 

CAPO 7." 

Sostituzioni tu:; militi con ima data sostituzione. 

143. Teorema l.° — Sia A unti sostituzione ridotta alla sua forma canonica 
e li un' altra sosi Unzione riferita agli stessi indici di A e che scambia gl' indici 
di una serie con funzioni lineari degl'indici della stessa serie, affinchè B sia 
reale è necessario e sufficiente che a ciascuno degl'indici di una serie sostituisca 
una funzione di quest' indici i cui coefficienti non contengano altro immaginario 
clic la radice corrisiiondcntc a questa serie. 

Supponiamo clic indicando con K„, K, due radici di un medesimo fattore ir- 
riducibile della congruenza caratteristica di A e con Tv' una radice ili un altro 
fattore della stessa congruenza, si abbia 

A = [y„ , , V , , Si , v K,y„ , K„ [% + sj , K,y, , K, (y, + :,) , K'r] 

U = ly„ , , V, , s, + b „: 0 , o.'y» + bj : a , a,y, + b,z , , a,'y, + 

Supponiamo inoltre clic sia 

Vo ”4 0 -i’K u 4|, - u — "I" ÌV ( ,Z| , !/| To-f-lVià'i, -|| Z„ + K,/|. 

indicando Y„ , Y, , 7 .,, , Z, delle funzioni reali degli indici reali a cui era riferita A 
prima di essere ridotta alla sua forma canonica. 

itisolvendo le precedenti equazioni per rispetto ad Y„ , Z„ , Y, , Z, si avranno 
per queste quantità dei valori die saranno tra loro indipendenti , altrimenti non 
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lo sarebbero y B , x„ , y , , i, , quindi possiamo trasformare 11 cambiando gl’ indici 
-» > "» i !/i • 3 i negli altri V. , Z, , Y, , Z,. Allora perchè la 15 fosse reale sarebbe 
necessario clic permutasse ciascuno degl - indici Y„ , Z„ , Y, , Z, con funzioni reali 
dei medesimi indici, quindi ad y„ ed a i, dovrebbe sostituire delie quantità che 
non contenessero altro immaginario elio, Iv„ , nm essa sostituisce a„y„+b 0 z 0 , a 0 'y t +b B 'z 0 
rispettivamente ad y„ e a z„, dunque se in queste espressioni poniamo in lungo 
di y„ e di i loro valori i quali non contengono altro immaginario clic K„ Si deb- 
bono avere dei risultati clic non contengano altro immaginario clicK,,, il clic ri- 
chiede clic «„ , b„ , n„' , b„' non contengano altro immaginario clic K„, ma a,y,+ fi,r,, 

+ b'z, sono rispcltivamcnlc coniugati di ajj „ + b „:„ , a„'y„ -|- bjz„ , quindi 
ri, , b, , a ,’ , 6/ non debbono contenere altro immaginario clic K, , e perciò la con- 
dizione indicata è necessaria. 

Inoltre essa è sufficiente, poiché supponendo clic si abbia 

a„y„ + b„: B = (Y) 4- (Y,) K„ , a, y, + 6,=, = (Y) + (Y,) K,, 
per essere y„ = Y„ + Y,K„ , y, - Y„ + Y,K, 

la sostituzione 15 scambierà Y 0 ed Y', rispettivamente colle funzioni reali (Y), (Y,), 
conte anche permuterà Z e Z, con funzioni reali , quindi li sarà reale. 

114. Teorema 2." — Affinchè ima sostituzione 15 sia mutabile con un'altra A 
ridotta alla sua forma canonica è necessario che scambi gl' indici di una serie 
coti funzioni lineari degl' indici della stessa serie. 

Supponiamo che A abbia la forma prima indicala, e li l'altra 
B = =oi!/i-.. "V. + + cy, + dz, -t- e», a’y 0 + b 'z„ + ... , a"y„ + |. 

Affinchè A sia mutabile con II è necessario clic le due operazioni Ylt e HA prò 
ducano per ciascun indico la stessa alterazione, quindi dovrà essere 

flK,.y„ f Mi. (r. + y.) -p cK,y, + dK, t- y,) -f eli’» 

= K„ (oy„ + bz B + e y, -i- dz, + et) 

«’K»y. + II' K„ (z„ + yj + c’K.y, -f ti'K, (z, + y,) + c’K’u 
s K 0 (a’y„ + b'z 0 + r'y, + d'z, + c'r + ny„ + bz„ + cy, + (lz, + e») 


Uguagliando i coefficienti di ciascun indice nei due membri di ciascuna ili que- 
ste relazioni, si hanno olire delle altre relazioni le seguenti 

eK’ = K„e dK, s K„ d cK, -}- dK, = K„o 

eli’ &: K u e’ + K„c d K, = K„ d' + K,/I c'K, H- il K, = K„c' + K„c, 
e poiché K„ non è congruo a li, dovrà essere 

e s 0 , d = 0, e =, 0 , d'sO , e' = 0. 
ila. Conou.\mo l.° — Come una sostituzione A ridotta alla sua forma cano- 
nica può scomporsi in altre sostituzioni A, , A, ctc. ciascuna delle quali opera su 
gl'indici di ua millesimo sistema, cosi una sostituzione 11 mutabile ad A può scom- 
porsi in altre 11, , 11, etc. ciascuna delle quali opera sopra gl' indici dello stesso 
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sistema. Di qui risulta: 1" elio per essere 11 reale è necessario clic lo sia ciascuna 
dell' altre 11, , 11, etc. : 2“ elio per essere II imitabile ad V debbano essere A, , A, eie. 
rispettivamente mutabili con 11, , 11, etc. 

1 1C. Conou.Anio 2.* — Coinè A, p iò scomporsi in altre sostituzioni A, 1 *', A,**! eie. 
ciascuna delle quali opera sopra gl' indici di una medesima serie, cosi 11, può scom- 
parsi in altre sostituzioni B/'>, I5,<*> eie. ciascuna delle quali opera sopra gl - indici 
di una medesima serie. E poiché A, (,) , A/*' eie. Il,®, B/ 3) etc. si ottengono rispet- 
tivamente da A,® e B,® scambiando K l( in K, , K, etc., cosl.se le operazioni 
A,' 11 11/", B,® A/" sono identiche, le operazioni A/*' B,®, A,® II,® etc. saranno 
rispettivamente identiche all' altre B,® A,®, 11,® A,® etc.; ina per essere A, mu- 
tabile a 11, deve essere A/" B,® = H/" A,®, dunque la condizione necessaria e 
sufficiente perdio A, sia mutabile a lì, è che A/" lo sia a I!/", lo stesso è da dirsi 
di A, e II,, di A, e B, eie. 

147. Conou..vmo 3.” — Se l' operazione 


b, b [y 0 , a„tj a b b u z 0 , a„ y 0 I- b a 


è una sostituzione il suo determinnute 


|u„’ K 


è diverso ila zero. Ora quello di una 


qualunque delle operazioni 11/*', II/ 3 '... per esempio di lì/"' si ottiene scambiando 
nella radice K„_, corrispondente a B,®, ma questa radice è congrua 

a, .. | 

|| - | 

alti potenza K/ la quale sostituita nel precedente determinante dà un risultato 


clic differisce per un multiplo di p da |||°, ^"| , quindi il determinante di B/*' 

sarà diverso da zero, epperò B/* 1 rappresenterà una sostituzione. 

Inoltre so B,® è una sostituzione reale n„ , ii„ , aj , b„' non conterranno altro 
immaginario che K„, e quindi i coefficienti di B,® non conterranno altro imma- 
ginario clic K„_, e sarà perciò 11/" 1 una sostituzione renio. 

Laonde la ricerca delle sostituzioni reali il mutabili ad A si riduce a quella 
delle sostituzioni reali B,®, B,®, B,® etc. rispettivamente mutabili all' altre A/*', 
A,®, A,® eie. 


148. Teoncu v 3.“ — La ricerca di B,® si riduce a quella di una sostituzione 
mutabile ad A/ 1 ' e che permuta <jl' indici di A,® appartenenti alte serie meno 
l ungile. Sia 


V 

K<j 


V 

f y' i 

. u' , y" , --"t 

- 

K„(a b VÌ 


- 

<? [y , ^ . « . !/' i 

y " , z") 

U 

K„ (H + a) 


a 

$ ly > * . « . y' 

. m' . y" , =1 

!/' 

K’S 

B,® ^ 

\i 

Hi i . = . « . . s’ 

«’ , y " . -") 

.i 

K (-' + !/’) 


?(i/i 3 >®i y ' i 

t*'i v " , *') 

\C 

K„ («'+;') 


u' 

fi;/ » * , « , y ' , 

, «' , y" , *") 

y" 

K„ y" 


y" 

("{y . * . « . :/' . 

, W , y'',s") 


K 


_*# 

?"(y »*.«■!/'.*' 

, W , y" , z") 
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l’er essere A, l,) mutabile a B, 1 *' è necessario che siano identiche le alterazioni che 
A/’IB/ 1 ’ e fanno subire agl'indici y, z, u. perciò sarà, dividendo per K„ 

f(y , z + y, u + z, y', z' + y\ u' + z', y", i/'+z") 

= f(y, z, », y\ -, «\ y", *") 


?ly, Z + y, 11+ z, y', z' + y\ u' + y", y" + 1") 

= ?(y, *» «i y', -, y", -") +fiy , - , «, y', - , y", 

tyy, z + y, u + z, y', y’ + z', u' + s', y", y" + z") 

= y"r -') +¥(»,*, U , v\ **. f, *"). 

Dalla 1* relazione si deduce clic /'non debba contenere z, z\ i", u,.u', quindi 
dalla 2* si ha clic <s non debba contenere « ed tt', e che i coefficienti di z, z\ z" 
debbano essere rispettivamente uguali a quelli di y , y', y" in f\ perciò dalla 3* 
si rileva che i coefficienti di u c di u' in i)i debbano essere uguali rispettivamente 
a quelli di z e di z' in y, che ? non debba contenere z", perciò f debba essere 
indipendente da y", c che i coefficienti di z, a’, z" in debbano essere rispetti- 
vamente uguali a quelli di y , y‘. y" in f. 

Analogamente si dimostrerebbe che f debba solo contenere y ed y' ; che o’ 
debba essere indipendente da n, z" ed i coefficienti di z e di z' debbano 
essere rispettivamente uguali a quelli di y c di y 1 in f; clic i coefficienti di u e 
di u' In 'V debbano essere rispettivamente uguali a quelli di y c di y in f c quelli 
di 5, z', z" a quelli di y , \(, y" in tj'’- 

In forza di quanto testò ò stato detto si può stabilire che R, (l ' debba avere 
ay +by' 

my + ny' + py" + az + bz' 
ry sy' + ly" + mz + nz' + pz" + au + tu i' 
a'y + ti'y' 

m'y + n'y'+ p'y"+ a'z -e b'z' 
r'y + sV + t'y" + m'z+ n'z' + p'z"+ a'u + b'u' 
a"y X b"y'+ c V 

m"y->- n y+p"q"+ a"z+ h"z' + c"z“ 
ay + ly' 

my + ny' + py" + az + bz' 
ry + sy' + ly" + mz + nz' + pz'' + au + 6u’ 
a'y + b'y' 

m'y+ n'y'+ p'y"-r a'z + b'z' 
r'y x *y x py" j. m'r+ n'z' x p'z" + a'u +b'n' 

y" 

15 


la seguente forma 


B, 11 » = 


Or se poniamo 


V 


C = 


li 

y' 

z' 

u' 
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li' tt' 

y" Py + PV + t"y" 

z" ay + *'»/ + a''y" 4 gì + {5V + cV' 


saranno C e D due operazioni mutabili con A, !,) perchè hanno la stessa forma di 
La prima sarà una sostituzione se | ”, ^,J 6 diverso da zero, perchè il suo de- 
terminante è una potenza di j”, ||, |. La seconda equivale a due operazioni E e F 

delle quali Luna sostituisce a z" e ad y" rispettivamente a“tf + c"z". e"t/" e l’altra 
accresce quest’ indici rispettivamente delle quantità 


ay + a'y' 4 gì + pV, Py + g'y'. 


ed ambedue sono mutabili ad A, (,) per avere la stessa forma di Ma il deter- 
minante di F è 1, dunque perchè lì sia una sostituzione è necessario che E abbia 
un determinante diverso da zero. 

Ora, essendo a, a', g, g' delle costanti arbitrarie, conosciuta la sostituzione F. 
mutabile ad A, (l> lo sarà anche D ; c prendendo la C sotto la forma indicata in cui 

lo b| 


le sole costanti a,b, u',b' sodisfino alla condizione che 


a' b’ 


sia diverso da zero 


e moltiplicandola per D si ha una sostituzione della forma B, ( '* ; dunque la deter- 
minazione di B, (,) si riduce a quella di E che non altera gl'indici y,z,u; y\ z', u ' 
delle serie più lunghe. 


149. Ora ci proponiamo di trovare il numero delle sostituzioni B mutabili ad 
un altra A. 

Supponiamo clic la caratteristica di A si decomponga in tre fattori irriducibili: 
allora la A, ridotta alla sua forma canonica, si potrà decomporre, in tre sostituzioni 

A, , A,, A, delle quali ciascuna è relativa alle radici di un medesimo fattore, quindi 
ogni sostituzione B mutabile ad A si dovrà generalmente decomporre in tre sosti- 
tuzioni B, , B, . B, rispettivamente mutabili ad A,, A,, A,. Or se indichiamo con 
K una radice del fattore corrispondente ad A, , questa sostituzione si potrà porre 
sotto la forma di un prodotto di altre sostituzioni A, (l ', A, (,) ctc. l'una delle quali 
è relativa alla radice K, che supporremo essere A, (, \ e l' altre alle conjugatc di K: 
cd analogamente B, si potrà scomporre in altre sostituzioni B, (,t , B, (,) etc. rispet- 
tivamente mutabili alle precedenti, e la ricerca di B, dipende da quella di B, (rt . 
Similmente la determinazione di B t e di B, dipende da quella di altre sostituzioni 

B, ( '\ B, (,) analoghe a II, 0 , quindi se indichiamo con N, Pi', Pi" i numeri delle sosti- 
tuzioni Bj ( ’>, B 3 (,) sarà Pi Pi' X” il numero delle sostituzioni B mutabili ad A. 
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150. Determiniamo il numero N. La sostituzione B, (,) risulta dal prodotto delle 
altre due C o D, delle quali la seconda non altera gl'indici delle serie più lunghe. 
Ora se C, c C a . sono due sostituzioni C c I) a , D a . due sostituzioni D, non può es- 
sere C a D a = C a -C a . senza essere C a = C a ', D a = D a -; infatti le due operazioni C a D a , 
C a . D a . debbono produrre gli stessi cambiamenti sopra gl’ indici delle serie più lun- 
ghe, ma questi indici non sono alterati dalle sostituzioni D a , D a . , dunque dovrà 
essere C a = C a . donde D a = D a .. Adunque se indichiamo con L il numero delle so- 
stituzioni C e con M quello delle sostituzioni D sarà N = L.M, ma le sostituzioni I) 
risultano da due operazioni E, F, quindi se indichiamo con 1' o Q i numeri delle 
E c delle F sarà M = PQ e perciò N = I.PQ. 

151. Per determinare L osserviamo clic in C entrano tante costanti quante 
sono quelle che si trovano nelle funzioni lineari che si scambiano con u ed u', 
cd in ciascuna di queste funzioni entrano tutti gl' indici corrispondenti alla radice 
K ; per modo che se questi indici sono q di numero e si dividono in m serie di 
n indici, in m' di n' indici, in m" di n" indici etc. ciascuna delle funzioni che 
si scambiano con u,tt' ... conterrà mn + in V + m’’n" + etc. indici, ma il numero 
degli u , u' ... è m, dunque C conterrà m [mn + m'n' + m"n" + e tc.) costanti. 

Di queste costanti le m* a , b , ... ; a', 6 ', ... ; ... sono sottoposte alla condi- 
zione clic il determinante 

a, ò, ... 

S ~ a', 6', .. . 


sia diverso da zero, e l’altro m [mn f m'n'+ ... - m) possono essere scelte in p' 
maniere diverse, essendo l il grado di K, quindi se indichiamo con L' il numero 
delle «, h , ... ; a', 6', ... ; ... sarà 

152. Per determinare L' osserviamo che se si hanno p lm quantità distinte col 
simbolo A i JCi ... x ^ nel quale ciascuno degl’ indici può assumere p' valori della 
forma a + gli + ... + K'~', perché l’operazione 

S' = [®, x, ... ax -r bx, + ... . a'x + b'x, +■ ... , ...) 

rappresentasse una vera sostituzione dovrebbe essere il determinante S diverso da 
zero, dunque il numero delle costanti o, 6, ... ; a', 6', ... ; ... sarà uguale a quello 
delle sostituzioni S’, che con un ragionamento analogo a quello fatto nei n ri (119} 
c (120) si trova uguale a 

(p"‘ - 1) (p"' - p'} ... (p*' - p'— '>'j. 

153. Infine le sostituzioni F consistono nell' accrescere ciascuno degl' ultimi in- 
dici z" degli m' sistemi di ti’ indici di una funzione lineare degli n’ indici di cia- 
scuno degli m sistemi di n indici, nell' accrescere ciascuno degl' ultimi indici s’" degli 
m" sistemi di n" indici di una funzione lineare itegli »" primi indici di ciascuno 
degli m sistemi di n indici , e cosi di seguito ; per modo che per effetto di queste 
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sole operazioni introducono tu to’ n' + m m"m' + otc. costanti , ciascuna delle quali 
può rariare in p l modi diversi. Inoltre fissati i valori di queste costanti sono de- 
terminate le (uniioni che sostituiscono agl' altri indici y" etc. quindi sarà 

Q _ DI »'<*'+»» **"*"4-*^.) 

154. Riunendo i risultati precedenti si ha l'altro 
N = LPQ = p»t«(»-i)+»(«»-»w»'v..O] i p im _ ,j ( }) mi _ p /) j p «u _ pi»-i)i) p. 

in cui P è ciò che diviene P se il numero degl’indici fosse m'n'+m''n”+... invece 
di mn-rtn'n' + m"n" + ... ; per modo che si ha similmente 

P = p"t*'( ,, '-'> < T(""* " + -")](p"'' _ 1) ( p m , -p'ì ... (p*' , -p !m '- , >')P, 

essendo P, ciò che diverrebbe Si se il numero degli indici fosse m”n"4 ... , e cosi 
di seguito. 

CAPO 7.® 

Fasci di sostituzioni tra loro mutabili. 

155. Teorema 1 .* — Siano G un [ascio di sostituzioni tru loro mutabili conte- 
nulo net gruppo lineare di grado p n c p*d, p*‘d', p^ 'd” etc. f gradi delle sosti- 
tuzioni S, 8',, S, etc. che lo compongono: l.° G conterrà i due gru/qn 

F = (S"*,s/,...), K — (S*, S, - '...) 

dalle cui sostituzioni si deducono tulle quelle del fascio: 2® Cordine di ogni su- 
sliluzionc di F è primo con p, e quello di una sostituzione di K è una potenza di p. 

E E’ E" E*" 

Siano S 1 ® S,P® , S,*'® S/’® due sostituzioni di F. K evidente che ciascuna 
sia mutabile con una sostituzione qualunque S m del fascio, poiché S„ è mutabile 
per ipotesi con ciascuna dell' altre S, S,, S t , S,. Per la stessa ragione ciascuna 
sostituzione di E è mutabile con ciascuna sostituzione del fascio. Quindi F cd E 
sono contenuti nel fascio. 

Poiché p* é primo con d , possiamo determinare due numeri interi 1, ni tah 
che si abbia 

lp s + mtl s I (mod p) , 

E 

quindi sarà S ( ® = S 

Z 

ed S risulterà dalle due sostituzioui S® , S*. Analogamente si dimostrerebbe che 
un’altra qualunque delle sostituzioni di G risulta dalle sostituzioni di E c di F. 

Siano A = S® S,® , A’ = S d S, 1 *' due sostituzioni appartenenti rispettivamente 
ad F e ad E. Innalzando la prima alla potenza dd' e la seconda alla potenza p*p r 
si avrà A<w . _ i f dd _ , 

K *' * *' K' C 

A'® ® =s (S® *)> (S,® *'f = I , 

quindi, citi’ c o saranno gl’ ordini rispettivi di A e di A', ovvero dei loro uiul- 
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tipli , dunque 1' ordine di una sostituzione qualunque di F è primo con p, e quello 
di una sostituzione qualunque di K è una potenza di p. 

156. Teorema 2.° - Tulle le sostituzioni di F si possono ridurre olla loro forma 
canonica con un medesimo sistema d'indici. 

Poiché I' ordine di una sostituzione qualunque di F è primo con p , se indi- 
chiamo con u, b, e etc. le radici della congruenza caratteristica di una sostituzione 
A di questo gruppo , e con 

x, x\ x" v ... ; z ... ; ... 

le serie d' indici corrispondenti a queste radici , sarà 


A = 


x, x', x", 

V 


ax , ili', ax", .... 

b'J 


Sia A' un' altra sostituzione di F. Poiché A' è mutabile ad A , dovrà A' scam- 
biare gl' indici che sono moltiplicati per un medesimo fattore da A con funzioni 
dei medesimi indici , quindi A' sarà il prodotto di più sostituzioni ciascuna delle 
quali fa variare gl' indici che da A sono moltiplicati per la stessa quantità. 

Supponiamo che quella la quale opera sugl'indici x , x 1 , ... x (, *" l) sia 


x 


A,= 


x 1 "'" 


ax + . . . . 

. . . . + yx '*-' 1 

**-!*+• - • 

• ■ • -+T— i* 1 ""'') 


Per ridurre questa sostituzione alla sua Torma canonica è necessario di risol- 
vere la congruenza 

a-K y 


( 1 ) 


= 0, (modpj 


®*-i T»-i 1^ 

il che è sempre possibile. Infatti A moltiplicando per a gl'indici x, x', . ..x 1 " - ", 
se a è immaginario i coefficienti a , -j , ... ... y M , non potranno contenere altro 

immaginario che a, e se a è reale, lo saranno anche questi coefficienti. In questa 
2* ipotesi la precedente congruenza è a coefficienti reali, perciò ammette m ra- 
dici. Nella 1* ipotesi dovendo a essere radice della congruenza caratteristica di A, 
la quale è a coefficienti reali , sarà a radice di una congruenza irriducibile a coeffi- 
cienti reali, la quale potrà essere o l’ anzidetto o un suo fattore. Quindi se indi- 
chiamo con o, a, , ... a,_, le radici di questa congruenza irriducibile, e con 

••• il 1® membro della (1) c gl' altri che da esso si ottengono scam- 

biando a successivamente in a, ... Oj_, , la congruenza 
® ?(K)? 1 (K)... ?,_,(KlsO (modp) 

sarà a coefficienti reali, perchè il 1° membro c simmetrico per rispetto ad ». 
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a, . per conseguenza i coefficienti delle diverse potenze di K sono espri- 

mibili razionalmente in funzione dei coefficienti della congruenza irriducibile di cui 
a, a,...a ( _, sono le radici. Quindi la (2j ammetterà Im radici c per conseguenza l' altra 

g(K)sO (mud p) 

ne ammetterà m. Indicando con a', 6 ', e\ etc. queste radici, c con n»', m'\ ctc. 
gl' ordini rispettivi di moltiplicità, la sostituzione A, potrà essere posta sotto la 
forma 

(i, , x , , ... , x„_, a\r 0 , ... , , ò’x„ 6 V. W ._, , ...) 

Operando un' analoga trasformazione sopra ciascuno dei fattori di A', si potrà 
ridurre questa sostituzione alla sua forma canonica. 

Or se si trasforma A prendendo per indici quelli della nuova forma di A', A 
non perderà la sua forma canonica, poiché uno dei nuovi indici p. e. .t, è un» 
funzione lineare degli altri x , x', ...,i* , ~', ed essendo questi moltiplicati per a 
da A, anche x, sarà moltiplicato per a da A. 


157. Supponiamo che F oltre delle sostituzioni che si deducono da A e da A' 
ne contenga dell' altre, e che A" sia una di queste. A" essendo mutabile ad A 
dovrà scambiare gl'indici x, , x, , x, ..... , x„_, clic A moltiplica per a con fun- 
zioni dei medesimi indici, ma A" essendo mutabile ad A' deve scambiare gl'in- 
dici x # , x, , ... , x„._, che A' moltiplica per a' con funzioni dei medesimi indici, 
dunque A" deve scambiare x 0 , x, , ... x„._, con funzioni di questi soli indici, per 
conseguenza può riguardarsi A'' come il prodotto di più sostituzioni ciascuna delle 
quali fa variare gl' indici che da A' sono moltiplicati per una stessa quantità. 

Sia 

A, = [x 0 , ... , x„._, , a„ x 0 + ... + 7 , x w ._, , ... , a,'-'*" x 0 + ... -t- 7 e l “'' ,) x w ._,j 


quella clic fa variare gl'indici x, x„-_,. Questa sostituzione potrà essere ri- 

dotta alia sua furmu canonica risolvendo la congruenza 


( 3 ) 


« 0 - h . . . 

. . . . 

7o 

7,"-'-l 


= 0 (rnodp), 


il che è sempre possibile. Infatti gl' indici Xj , x, ,...., x„_, , essendo moltiplicati 
per a' da A', saranno funzioni di a' e degli indici x, x ', ... , x*" - ' 1 , m a questi sono 
funzioni di a e degl'indici primitivi, dunque x 0 , x, , ... , x m ._, saranno funzioni di 
o , a' c degl'indici primitivi e per conseguenza se a ed a' sono immaginarli i coeffi- 
cienti a, ... 7 , ; ... ... non conterranno altri immaginari che a ed a’. 

Or dovendo essere a' radice di una congruenza irriducibile a coefficienti reali, se 
indichiamo con V il suo grado, con le altre sue radici, c con <ji (K) , 

... , <h._,(K) il 1° membro della (3) ed i risultali clic si ottengono sostituendo 
in esso in luogo di a successivamente a , ... u ( _, , ed in luogo di «' successivamente 
a’, ... aV_i . la congruenza 

'l'iKj . 4s|K) ... (niodpj 


sarà a coefficienti reali, per essere simmetrica per rispetto ad a, u, ... o,_, e per 
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rispetto ad a'. ... nV-i • quindi ammetterà lini radici e per conseguenza l' altra 

(K) = 0 (mod p) 

ne ammetterà tn'. Xel caso che una delle quantità a cd a’ fosse reale un ragiona- 
mento analogo al precedente ci condurrebbe alla stessa conseguenza, la quale reg- 
gerà anche quando a cd a' fossero reali, perchè allora la precedente congruenza 
sarebbe a coefficienti reali. 

ltiducendo analogamente ciascun fattore di A" si ridurrà questa sostituzione alla 
sua forma canonica. E trasformando A ed A' col sostituire agl’indici x„, x, ...ir„._, ... 
quelli a cui si rapporta la nuova forma di A", le due sostituzioni A cd A' non per- 
deranno la loro forma canonica. 

Si seguiterebbe a ragionare allo stesso modo se P contenesse altre sostitu- 
zioni diverse da quelle ehe si deducono da A , A', A”. 

158. Risulta dal precedente ragionamento che ridotte tutte le sostituzioni di P 
alla loro forma canonica con un sistema d’ indici , ciascuno di essi sin funzione 
degl' indici primitivi e delle costanti per etti è moltiplicato dalle sostituzioni elemen- 
tari A, A', eto. 

159. Teohema 3* - Le costanti per cui uno stesso indice è moltiplicato dalle 
sostituzioni elementari A, A' etc. sono funzioni di ano stesso immaginario. 

Poiché ogni sostituzione può essere riguardala come il prodotto di quelle delle 
sue potenze i dì cui ordini sono poteuze di numeri primi, cosi possiamo supporre 
che gl’ ordini delle sostituzioni elementari A , A' eto. siano le potenze iP, a' 1 *' etc. 
dei numeri primi a, a' etc. 

Consideriamo quelle delle indicate sostituzioni i di cui ordini siano potenze 
dello stesso numero a. Dico che le costanti a, a’, per cui esse moltiplicano 
lo stesso indice x siano funzioni di una di esse. Infatti se r 1 * . etc. sono gl’ or- 
dini di queste sostituzioni dovrà essere 
e e. 

a* sa’ 7- =...= ! (inodp); 

quindi gli esponenti delle minime potenze di a, a' etc. che sono congrue ad 1 deb- 
bono essero dei divisori di etc. Supponiamo clic siano , ir i ' etc. questi 

X-X' V 

esponenti, e che X sia il più grande dei numeri X , X’, ... , allora sarà (a* ) B la 

X— X' 

minima potenza di a 3 clic sia congrua ad 1 , ma se j»* - — 1 è la prima delle 
quantità p — 1 , p* — 1 , p 5 — 1 , ... che sia divisibile per t?', un immaginario i la 

x- W 

di cui minima potenza congrua ad I sia i s è di grado dunque a' ed n* sono 
di grado ma gl’ immaginarli dello stesso grado sono esprimibili in funzione ra- 

X-l 1 

zionale di uno di essi, dunque a' è funzione di a* e quindi dia: analogamente 
si dimostrerebbe ebe a" etc. siano funzioni razionali di a. 

Ora consideriamo quelle delle sostituzioni elementari di F i di cui ordini siano 
le potenze k**, is'* 1 ', t!'*" etc. di numeri primi diversi. Siano a, u„, etc. le quan- 
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tità per cui esse moltiplicano lo stesse indice x. Dico che esse siano riunioni dell' im- 
maginario a a, a, ... — t il quale sodisfa alla condizione 

e »' a” 

£* <* i*' ... si. 

Infatti essendo a 11 e ■t&'z"*"... due numeri primi tra loro si possono determi- 
nare due numeri r ed r' tali che si abbia 

rr.'i*' «"!*'' ... = rrf + 1 . 

>’ a' 1 r a" 

ma i r * 1 ...su' 5 ' * 

y jr 

quindi sarà i rK * ...sa. 

Analogamente si dimostrerebbe che a,, a, etc. sono funzioni di ». Ma si è dimo- 
strato che le quantità per cui quelle delle sostituzioni A, A' etc. i di cui ordini 
sono poiruze di uno stesso numero primo moltiplicano r sono funzioni di una di 
esse; dunque resta dimostrato il teorema enunciato. 

160. Ksscndo a, a', a", etc. funzioni dell' immaginario », gl'indici x,x?,x", etc. 
che da A, A', A" etc. sono moltiplicati rispettivamente per n. a', a 1 ', etc. saranno 
altresi funzioni di f. quindi se r è il grado di quest - immaginario sarà 

x = X f i Y + ... + f* Z , x' = X' + i V + ... + i r -‘ l\ ... 


Ora se tra le altre serie d’indici a cui sono riferite A, A'. A" etc. non vi sono 
tutte le conjugnte di x , a;', a" etc. possiamo trasformare A, A', A" etc. in altre che 
smlisfano a questa condizione. 

9 

Infatti A moltiplica x,x’,x'’ etc. per quindi moltiplica per — 

9 

i coniugati x f , x' p , x " f , etc. corrispondenti alla radice iP , per conseguenza 
• T j> . ■r' (> , x". etc. debbono essere funzioni lineari degl’ indici di una sola serie 
; p , s' p , ;" 9 etc. che sono moltiplicati da A, A', A* etc. rispettivamente per « p , a’ p , a" p eie. 
Quest’ indici sono distinti da x, xf etc., perchè la sostituzione A A’ A’' ete. mol- 

P 

tiplicando a, x', x" etc. per aa'a" ... -i moltiplicherà z pl z' p , z" f etc. per r che 
è diverso da i. 


Inoltre gl'indici z p , z' p , z" f etc. sono esprimibili in funzioni lineari di x p ,x' p ,.i" p etc. 
infatti z p ,z' p ,z" p etc. sono funzioni di i' 1 per essere moltiplicati rispettivamente 
per o' p , a" f etc. clic sono funzioni di i p , perciò sarà 


- p = X, + A, + ... + / r -<% , z' p = X', + A', + ... + ?V-i) Z', , ... , 

9 

e sostituendo in quest’ espressioni t in luogo di i p , si avranno le coniugate 


= = X, + < Y, + ... + f-« Z, , i' = X', + i Y', + ... + r-* Z', , 


le quali debbono essere moltiplicate da A , A', A'' etc. rispettivamente per a, a', o" etc. 
quindi z', z" etc. debbono essere funzioni lineari solo di x, -r', x", etc. e per 
conseguenza z p , z' 9 . s" p etc. debbono essere funzioni lineari di .r 0 , %’ p , x" p etc. 




)( in )( 


Ora essendo le quantità x f ,x' ( etc. funzioni lineari dell' altre z p , i' p etc. e vice- 
versa, deve il numero delle prime essere uguale a quello delle seconde, altrimenti 
o le prime o le seconde non sarebbero tra loro indipendenti. Laonde possiamo 
agl' indici z f , z' f etc. sostituire gl' altri x p , x’ p etc. 

161. Ora se g è il numero degl' indici x, x\ etc. e dei loro conjugati si 
avranno le pv equazioni 

x = X + iX + ... + Ì-*l, x? —X'+iY'+ ... + i* -1 V, ... 

»,= x + in + ... + £»*(“-•) z , x \= X* + in 1 + ... + v, ... 


dalle quali si possono ricavare i valori delle gv quantità X, Y,... le quali saranno 
indipendenti tra loro e potranno essere prese per indici in luogo di x, x*, ... o dei 
loro conjugati, ed operando analogamente per le altre serie d'indici si potranno 
trasformare le sostituzioni di F in altre ad indici reali. 


162. Teorema 3.° - Si dividano gl'indici a cui si riferiscono le forme cano- 
niche delle sostituzioni di F in sene riunendo quelli che sono moltiplicali per 
un medesimo fattore da ciascuna delle sostituzioni elementari A , A' etc. Indi si 
dividano le serie in sistemi riunendo quelle che sono tra loro coniugate. Infine 
’ si diridano i sistemi in classi riunendo quelli che sono formali dallo slesso nu- 
mero d’ indici divisi nello stesso numero di serie. 

Ogni sostituzione del gruppo 1 permutabile al fascio F scambierà gl' indici 
di una stessa serie con funzioni lineari di quelli di una medesima serie: quelli 
di un medesimo sistema con funzioni lineare di quelli di un medesimo sistema: 
quelli di una classe con funzioni lineari di quelli di questa medesima classe. 

Siano A = [x, xf , ... y, y', ... ax, ax 1 , ... by, by ', ...) 

una sostituzione di F , ed 


S = 


* ax + a,x' + ... +fìy + p, y + y' + .... 

x‘ a'x + a',x' + ... + fi'y + {S',y + PV/ + .... 


una sostituzione di I. La trasformata di A per S sarà 

ax + a, x! + ... + gy + g, yf + ... a ax -i- a, OX 1 + ... +- g f»»/ + + ... 

a'x + a\x! + ... + p'y + g',^ + ... a’ax + a\ax' + ... + g’by + g',6y' + ... , 


ina questa trasformata deve far parte di F, quindi deve moltiplicare i primi indici 
per un fattore costante, per conseguenza , indicando con K questo fattore , si avrà 

aax + a, (u' + ... + gby + g, by' -r ... =K (ax + a, x' + ... + gy + g, y' + ...) 

a'ax + a \ax' + ... + g’by + g',òy' + ... = K. (a'x + a',x' + ... + g'y + g',y' + ...) 


16 
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donde (R — 6)p=0, (R — 6) g, = 0 ... {R — <z) a = 0 , jR — a) a, sO... 
(R-6)g's0, (R — 6) g',= 0 ... (R — a) a =3 0 , (R - a) a', = 0 ... 


ina una delle quantità [1, g, , ... deve essere diversa da acro, ed una dell'altro 
a . a', o" etc. per cui le sostituzioni elementari di F moltiplicano gl'indici x, x', x” etc. 
deve essere diversa da qualcuna delle quantità b, b', b" etc. per cui le stesse so- 
stituzioni moltiplicano y,y',y" etc. , altrimenti queste due serie d'indici ne forme- 
rebbero una sola, quindi supponendo essere 

g>, (modp) 

sarà R = 6, a. = a, s ... rz a! sa ', e ... = 0 

cd S avrà la seguente forma 


S = 


x Py + g, v' + ... 
x' g'y + g',y' + ... . 


Adunque ogni sostituzione di I scambierà gl’indici x,^, etc. di una stessa serie 
con funzioni lineari degl’ indici y , y', etc. di una sola c medesima serie. 


163. Ora il numero degl’ indici r, x\ etc. è uguale a quello degli altri y, y\ etc. 
Infatti le funzioni lineari di y . y* etc. che 8 pone in luogo di x, x’, etc. debbono 
essere tra loro distinte, altrimenti il determinante di S sarebbe zero, ma il nu- 
mero delle funzioni lineari distinte clic si possono formare con y, y' etc. è al più 
eguale al loro numero, dunque il numero degl'indici x,x' etc. non può superare 
quello degl' altri y , y* eie. Inoltre S"* sostituisce x, x\ etc. a delle funzioni di 
y, y', etc. , ma questa sostituzione, appartenendo ad I, non può scambiare una fun- 
zione di y, y' etc. che con una funzione degl'indici di una sola serie, adunque S - ’ 
scambierà y , y' etc. con funzioni di x, x' etc. c per conseguenza il numero degl' in- 
dici y , y' etc. non può superare quello degli altri x, x*, etc. , ma si è detto che il 
numero degl' indici x, x', etc. non può superare quello degli altri y, y' etc., adunque 
questi due numeri sono uguali. 


161. Inoltre il numero delle scric coniugate di x,x', etc. ò uguale a quello 
delle serie conjugate di y, y' etc. 

Infatti la trasformata di A per S moltiplica x,x', etc. per ft, ma questa tra- 
sformata forma parto di F, dunque b deve essere uguale ad una delle quantità 
a, a', a" etc-, ma queste sono tutte funzioni di uno stesso immaginario i, dunque 
se v è il grado di i vi saranno v - 1 serie conjugate di x, x\ etc. ed altrettante 
conjugate «li y, y', etc. 

16f>. Infine ogni sostituzione di I scambia ogni serie conjugnta di x, x', etc. 
con una serie conjugata di y,y’. etc. Infatti S, scambiando x,x', etc. con fun- 
zioni di y, y', eie., dovrà scambiare x p . x' p , eie. con funzioni degl' indici y p , y p , etc. 
rispettivamente conjugati «li y , y', etc. 
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16G. Teorema 4.° - Agl'indici pei quali le sostituzioni elementari A, A', A*, ctc. 
di F si riducono alla loro forma canonica si possono sostituire alivi indici che 
non alterano la loro forma , c sono cosi condizionali che quelli i quali appar- 
tengono ad una medesima serie si dividano in classi tali che ogni sostituzione 
di E non faccia che accrescere gl' indici di ciascuna classe di funzioni lineari 
degl' indici delle classi precedenti. 

Siano 11, B', B" etc. delle sostituzioni di E. Poiché esse debbono essere imi- 
tabili alle sostituzioni A, A’. A” etc. di F, debbono scambiare gl'indici di un si- 
stema con funzioni lineari degl'indici dello stesso sistema; quindi se indiciiiamo 
le mutazioni prodotte da A , A', A" ctc. ; B , B', B" etc. negl' indici del 1“ sistema 
con A,, A',, A", ctc.; B,, B’ t , B'', ctc.; in quelli del 2° con A,, A',. A", etc.; 
B, , B', , B", etc. : e così di seguito sarà 

A = A, A, ... , A' = A', A', ... , A" = A", A", ... ; ... 

B=B,B, ... , B' = B', B', ... , B" = B", B", ... ; ... 


E perchè B , B\ B" etc. siano mutabili tra loro ed all' altre A , A', A" etc. è neces- 
sario che B, , B', , B", ctc. siano mutabili tra loro ed all' altre A, , A', , A", etc. ; 
come pure che B, , B', , B", etc. siano mutabili tra loro ed all' altre A,, A’,, A", eie.; 
e cosi di seguito. 

Ora essendo p* l'ordine di B, la sostituzione B p non altera gl'indici, e quindi 

k n 

dovrà essere uguale ad 1 l'altra B, p che indica la mutaziune prodotta da B p negli 
indici del 1° sistema, laonde l’ordine di B, sarà una potenza di p. Lo stesso è a 
dirsi di B', , B", , ctc. e delle analoghe , quindi i gruppi 

E, = 1B„B' 1, E* = (B t , B' t , ...) 


sono nelle medesime condizioni di (B , B', B", ...). 


167. Supponiamo che gl indici della 1* serie del 1° sistema siano x, 
c che si abbia 


x, ... ax + ... + yx'^'K ... a^tH- ... s 01- ' 1 


Poiché gl' indici di una serie coniugata di x,x ', ... si scambiano con funzioni 
degl'indici delia stessa serie, la congruenza caratteristica di B, conterrà il fattore 


a - K 


I T V« - K 1 

il quale uguagliato a zero (modp) darà per K dei valori che dinotano dei fattori 
pei quali B moltiplica delle funzioni degl’indici x, x", ... x^~*K Sia /il numero di 
quelle tra queste funzioni che sono tra loro distinte. 

Or poiché l'ordine di B, è una potenza del numero primo p, tutte le radici della 
sua congruenza caratteristica sono uguali ad 1, quindi saranno altresì uguali ad 1 
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gli 'anzidctti valori di K, c le g' funzioni testé indicate non saranno alterate da B t . 
Sostituiamo queste g' funzioni agl 1 indici x , x 1 , ... x** 1 ' - *), il che non altera la forma 
dì A , A', A" ctc. 

168. Sia B’, un altra sostituzione di E,. Poiché B', è mutabile con A dovrà 
scambiare x , x\ . . . x (p ' _,) con funzioni degl'indici x , x\ . ... x^ - ' 1 , ma, essendo 
B, B', = B', B, , B', , deve scambiare x, x', ...x (l *' _, > con funzioni d'indici che non 
sono alterati da B, , quindi B’, deve scambiare x, x ... x (p-,) con funzioni di questi 
stessi indici i quali non sono alterati da B,. 

Supponiamo che le funzioni colle quali B', scambia gl'indici x, x 1 , . . ■ 
siano rispettivamente 

a'x + ... + y’* (,1 '~ , \ a\x + ... + fV* 1 ''", ... , x + ... + yV-i 
A llora la congruenza caratteristica di B', dovrà contenere in fattore il determinante 


a'-K . . . 

- . . «V-« 

y' - . . 

• • • tV'-i - K 


il quale uguagliato a zero (modp) darà per K dei valori che dinotano dei fattori 
pei quali. B', moltiplica delle funzioni di x,x', ...xf*'~ n . Sia g" il numero di quelle 
tra queste funzioni che sono tra loro distinte. 

Poiché l'ordine di B’, , è una potenza di j), le radici della sua congruenza ca- 
ratteristica sono uguali ad 1 , perciò saranno anche uguali ad 1 gli anzidctti fat- 
tori, e le funzioni testé indicate non saranno alterate da B',. Prendendo queste 
funzioni per indici in luogo di x, x', ... x <,l ’' _, ) le forme di A, A', A", etc. non sa- 
ranno alterate. 

1G9. Proseguendo questo ragionamento si giungerà a conchiudere che vi sono 
delle funzioni di x . x', ... x !p_,) le quali non sono alterate da alcuna delle sostitu- 
zioni di E,. Supponendo che g, sia il numero di quelle di queste funzioni che sono 
tra loro distinte, possiamo ammettere clic esso si confondano con x, x', 
cd allora ogni sostituzione di E, scambierà gl'indici x , x 1 , ...x <|,-,) con delle fun- 
zioni delle forme seguenti 

x.x',...xti l '- , \ + <f O 1 *), ... a^"' 1 x (,l ‘>+...-t-Y lt ‘'' ,) x <, ‘~ ,) + 

essendo ^d 1 * 1 , ... , delle funzioni di x, x', ... x^ 1- ". Per modo che indicando 
con C, , C', ctc. delle sostituzioni che cambiano x (|l >' , ... x 11 *'* 1 con funzioni lineari 
di questi stessi indici , sarà B, = C, D, , B', = C', D', , ctc. 

170. Poiché D,, D', etc. accrescono di funzioni di x, x', le funzioni di 
x 1 * 1 * 1 ... x^-b che B,, B', etc. sostituiscono a questi indici, essendo B, , B', etc. tra 
loro mutabili , lo dovranno essere anche C, , C', etc. 

Inoltre essendo B, p , B', p etc. uguali ad 1 , dovranno parimenti essere uguali 

Z It 

ad I le sostituzioni C, p , C', p etc. quindi gl' ordini di queste sostituzioni sono delle 
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potenze del numero primo p, per conseguenza il gruppo L = (C,, C', ,...) è nelle 
medesime condizioni di (11, , B', , ...). 

Di qui segue clic vi saranno delle funzioni di x^d . , . *0*-») clic ntm saranno 
alterate da alcuna sostituzione di L. e che saranno accresciute di funzioni lineari 

di x,x' x (l *“ ,! dalle sostituzioni di E,. Supponendo che ;x, sia il numero di 

quelle tra queste funzioni Inalterabili che siano tra loro distinte , possiamo am- 
mettere che esse si confondano con x (l *>' ... 

171. Seguitando questo ragionamento e prendendo per indici indipendenti nelle 

serie conjugatc dell' altra x, a/, ... i conjugati di x, x ', ... si avrà per 

gl'indici di ciascuna serie del 1" sistema la divisione indicata nell'enunciato del 
teorema. Un' analoga divisione si potrà avere per quelli delle serie appartenenti ai 
rimanenti sistemi a cui si riferiscono i gruppi E, etc. 

CAPO 8.° 

Gruppi Primari!. 

172. Un gruppo r contenuto nel gruppo lineare G di grado in" diccsi primario 
quando l'altro risultante dalla combinazione delle sostituzioni di r con quelle del 
gruppo F derivato dalle sostituzioni della forma 

(x , x\ x", ... x + a , x' + a', x" + a", ...) (mod m) 

è primitivo. 

173. Affinché G possa contenere gruppi primarii è necessario che m sia un 
numero primo. 

Supponiamo clic m contenga un fattore p. Sia 

A = (x, x\ x", ... nx4 6x'+cx"+... , a'x+6's'+c'x"+... , a"x+b"x'+c"x"+... , ...) 

una sostituzione di G. Poiché due quantità congrue secondo il modulo m lo deb- 
bono essere anche secondo il modulo p, se si ha 

«x+bx'4cx"+...3<x, H'x+é’x'+c'x"+...=?, n"xf é"x'+c"x"+ . . .s-f . . . (modm) 
dovrà anche essere 

ax+bx'4e.r"+...S7., a'z+b'x’+c'x" 4...s|S, u"x+6"x'-I-c"x''+...=y... (modp), 

ma se nei primi membri di queste congruenze poniamo in luogo di x, x', x" etc. 
altri indici clic divisi per p danno un sistema di resti simile a quello dato da 
x, x', x" etc. , i secondi membri risulteranno congrui rispettivamente ad a, 0, f etc. 
secondo il modulo p; quindi ogni lettera i cui indici divisi per p danno un siste- 
ma di resti uguale a quello dato da x.x', x" etc. sarà scambiata da A in un altra 
i cui indici danno per rispetto a p un sistema di resti analogo a quello dato da 
da a, 0, y etc. Per conseguenza dividendo le lettere in sistemi col riunire quelle 
i cui indici danno per rispetto a p un medesimo sistema di resti, ogni sostituzione 
ui G scambierà le lettere di un sistema con quelle di un altro ; e siccome lo stesso 
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succederà per le sostituzioni di F, anche le sostituzioni che risultano dàlie com- 
binazioni di quelle di r e F, si comporteranno nello stesso modo, e per conse- 
guenza il gruppo da esse formato non sarà primitivo. 

174. Tiouema. La condizioni 1 , necessaria e sufficiente pcrchìi r sia primario è 
che non si possa determinare un numero di funzioni indipendenti y, y’, y" etc. 
degli indici, inferiore a quello degl’indici, le quali per ogni sostituzione di r 
siano scambiale con funzioni delle sole y . y', y" etc. 

Questa condizione è necessaria; poiché essendo y, y', y" etc. tra loro indipen- 
denti possiamo prendere queste funzioni in luogo di altrettanti indici, ed allora 
ogni sostituzione di I’ sarà delia forma 

(tf. v', «y+by'+c </”+... o’y+bV+c’y"+... n l " -l, ;/- ( -b ( ' ,- "y+...-t-c_ c l "~ , >) 

ed ogni sostituzione di F della forma 

(y , y\ y", — s '"* 0 y + « , v' + ? . y" + t . — s'" - ” + *) . 

e quindi, dividendo le lettere in sistemi col riunire quelle in cui y , \f, y" etc. hanno 
gli stessi valori , ogtd sostituzione di r e di F e quindi ogni sostituzione risultante 
dalla combinazione di questi due gruppi scambierà le lettere di un sistema con 
quelle di un altro sistema, c per conseguenza r non sarà primario. 

Inoltre questa condizione è sufficiente. Supponiamo che il gruppo risultante 
dalla combinazione delle sostituzioni di F e di r non sia primitivo e che x 0 , x' 0 , ®" 0 , ...; 
Xo + a*. x' # -t-g„, x" B + siano gl’indici di due Ietterò appartenenti ad un me- 
desimo sistema. È evidente che F contenga la sostituzione 

S. = {x,x’,x ", ... x + a,, x’-t-g 0 , x" + y 0 , ...) 

la quale scambia la prima lettera nella seconda. Siano x t , x ' t , x", , gl’indici di 
una lettera appartenente ad un altro sistema; saranno x,4 <z 0 , x',4-{J u , x",+y, , ... 
lineili della lettera in cui essa è scambiata da S„. Ora F contiene la sostituzione 

8' = (x , x', x ", ... x + x 0 - x , , x' F x' 0 — x\ , x" + x" 0 - x ", , ...) 

la quale scambia le lettere distinte dagl’indici x, , x', , x", , ... ; x, + o 0 , x*, 4-g 0 , 
x", + Y», ... rispettivamente con quelle clic hanno per indici x 0 , x' 0 ,x’' 0 , ... ; x # +a„, 
x'o+Po, x" 0 + To, ••• , ma quest’ ultime appartengono ad un medesimo sistema, dun- 
que anche le prime apparterranno ad uno stesso sistema, c per conseguenza la 
sostituzione S, non sposterà i sistemi. 

Scambiamo gl’indici x, x',x", etc. negli altri 



allora S, prenderà la seguente forma 

s» -lv. ... y+ 1. v\ y"< ••■) 
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ail ogni sostituzione di F 1* altra 

(y.y'.y". — y + fo. y' + ?' 0 . v" + ?"« . •••)• 

Or supponiamo che oltre la sostituzione 1 e le potenze di S„ , sia in F con- 
tenuta un'altra sostituzione che non sposti i sistemi, la quale sia 

S' = (y , y', y", ... v + ?„■'/ + P'„ y" + , •••)• 

f; evidente che la sostituzione 

S' = iy . y'. y". y . y' + PV> y" + P"o . — ) 

non sposti i sistemi c sia diversa da 1 , quindi una almeno delle quantità P' 0 , (S" 0 etc. 
deve essere diversa da zero. Supponiamo che Io sia (!'„ c scambiamo gl’ indici 
y , y', y", etc. negli altri 


"y. 


' = |! y\ 

P» 


„ „■ r , 

* =« ~grV< 

Po 


allora la precedente sostituzione, clic indicheremo con S l( prenderà la seguente 
forma 

S, = (*,*', s", ... s,j'+ 1, s", ...), 

S„ conserverà la forma primitiva 

S, = ... 1, 

ed ogni sostituzione di F che non sposta i sistemi sarà contenuta nella espres- 
sione S„“ S|*. 

Se F contenesse un' altra sostituzione S” che non spostasse i sistemi c non 
fosse compresa tra quelle espresse da S, 0 S,\ combinando S 0 , S, ed S" si avrebbe 
un’ altra sostituzione S, diversa da 1 la quale non sposterebbe i sistemi e non al- 
tererebbe s, e z\ e si potrebbe scicglierc un sistema d'indici tali che S, , S, ed 
S. avessero le forme seguenti 

S 0 = (u , u' , u " , ... u + 1 , u ' , tt" , ...) 

S, = (u , u' , u " , ... tt , u' + 1 , tt" , ...) 

S, = («, u', u", ... tt, 


Procederemo in questa guisa sino a che non siano esaurite tutte le sostituzioni di 
F le quali non spostano i sistemi, il che dovrà succedere prima di esaurirsi le so- 
stituzioni del gruppo F; poiché essendo questo gruppo transitivo vi saranno delle 
sostituzioni che sposteranno i sistemi. 

Supponiamo che tutte le sostituzioni di F che non spostano i sistemi siano 
della forma S 0 ° S,*. Se I è una sostituzione di r le trasformate di S„ e di S, per 
E non debbono spostare i sistemi , perché 1 scambiando le lettere di un sistema 
con quelle di un altro sistema l' indicate trasformate permutano tra loro le let- 
tere dei sistemi nei quali sono mutati da £ quelli su cui operavano S„ ed S,. Ma 
queste trasformate appartengono ad F, dunque dovrà aversi 
L-'S 0 I = S 0 , S,*, 5-' S, E = S,*' S,*' 

donde S„ E = E S 0 ® S,* , S, E = E S 0 °' S,*\ (I) 
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Or se supponiamo che fosse 


- = (r , s', ... as+i>j'+cz’'+... 

sarebbe 

8 0 S=(s, s'. s", .. o(*+l)+6*'+ci"+... 


n'i+ÒV+c'z" l , a"zt-b"z'+c”z"+...} 
o't ;+ l)+6V+cV'+.., o''(*+l)tb"*'+c"*"+..) 


SS 0 # S,*=(* , z', z", ... a:+fti'+cs"+a, a'z+ftV+cV'+b, a"z-fò'V+c"z"+... , ...) 


ma queste duo sostituzioni debbono essere identiche, dunque dorrà essere a"=0. 
Analogamente, mediante la seconda delle (1), si dimostrerebbe essere b"—0, quindi 
la funzione che 2 pone in luogo di z" è indipendente da i e da s'. Analogamente 
si dimostrerebbe che lo stesso succede per le funzioni che - pone in luogo degli 
indici clic seguono z". Ma s", s'" ctc. sono delle funzioni degl' indici primitivi 
x, x', x" ctc., adunque quante volte il gruppo risultante dalla combinazione dello 
sostituzioni di r e di F non è primitivo si possono sempre determinare delle fun- 
zioni degl'indici, in numero minore di quest' indici , le quali da ogni sostituzione 
di r siano scambiate con delle espressioni, formate dalle stesse funzioni . Quindi 
la condizione indicata nell' enunciato è sufficiente. 


CAPO 0 *. 


Grappo Ortogonale. 


175. Una sostituzione lineare 


S=(s, y, s, ..., nx+by+cz+..., a'xi b'ij~c'z+... , a"x+6"i/-rc"j+. -.,...) 


diccsi ortogonale se si lui 

x’+y’-fz’t.. s'nj+6yfc:+...) , +( Q 'i4-(,'y-|-c'z f ...ì J +(o"n b"tji c”:+. ..)*+... (modp) 


donde si ha 


a* Ta' t i-a" l +...sb t +b' , +b" t +.. .se’ +c' 1 +c" , +...=l 
rtò+<i'6'+ a"b"+ . . .=ac4-o’c'+a"e''+ . . .sbc (-6'c'+ 6"c"+ . . .=0. 


dì 


176. Le sostituzioni ortogonali formano un gruppo, poiché alterando ciascuna ' 
di esse di un multiplo di p la funzione x*+!/ , +;*+... . il prodotto di due qualunque 
di queste sostituzioni produrrà la stessa alterazione nell' indicata funzione. 

177. La reciproca di S è appunto 

S,=(x, y, z , ... ax+o'!/+a”i+... , bx^b'y+b"z+... , cx+&y+c "s+. 

perchè in forza delle (1) il prodotto SS, si riduce ad 1. Ora i determinanti di S 
e di S, sono uguali , uia il loro prodotto derc essere uguale ad 1 , dunque il de- 
terminante di una sostituzione ortogonale è ugnale a +1. 

178. Teorema. 1.®-Sc 8’ indica con R„ il numero dei sistemi di sostituzioni 
della congruenza 

x,* + !■,* + ... + s 1 (mod p) 
l' ordine --n del gruppo ortogonale di grado p“ sarà 

u H — lt„ U„_, ... R,. 
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Indichiamo con T 0 , T, ... le sostituzioni del gruppo ortogonale che non spo- 
stano l'indice x, e con S una sostituzione del medesimo gruppo che pone ax+6y-i-c:-K.. 
in luogo di x. Allora le sole sostituzioni ST 0 , ST,, ... produrranno lo stesso cam- 
biamento. Invero so U è una sostituzione che scambia x in ax + by + ci + . . . , 
l’altra S _ 'U, lasciando l’indicé x invariato, apparterrà alla serie T 0 , T, , ... , c 
quindi SS~'U=U farà parte dell'altra serie ST„, ST, etc. Ma se nelle relazioni che 
stabiliscono l'ortogonalità della sostituzione 

S = (x, y, z , .... ax+by+cz+... , a'x+b'y+c':+... , a"x+b"y+&' 2 +..., ...) 


poniamo asl, 6=c=...=0, si hanno appunto lo relazioni che stabiliscono l'or- 
togonalità della sostituzione 

T z, ... x, a'x + b'y + c's + ... , a"x + b"y + c"z + ... , ...) , 

quindi lo sostituzioni T 0 , T, , etc. formano il gruppo ortogonale di grado p* -1 ; per 
conseguenza se indichiamo con Q„ il numero delle funzioni ax + by + cz + ... che 
le sostituzioni del gruppo proposto pongono in luogo di x , sarà 

41 » = Q» u »-i — Q« Q«~i 4i »_i = ... — Q» Q»-i Q.-t a « > 

ma zi, è evidentemente uguale al numero delle soluzioni della congruenza 

x*=l (modp), 

dunque sarà dimostrato il teorema proposto qualora lo sarà l'uguaglianza 

Q» = R.; 

ina la S non può essere una sostituzione ortogonale se non esiste la relazione 
n' + l’ + c'.-al (modp), (1) 

dunque sarà evidente la precedente uguaglianza quando avremo dimostrato che ad 
ogni soluzione a, b,c etc. della (1) corrisponde una sostituzione S del gruppo or- 
togonale. 


179. Primo caso. >i = 2. Se a, 6 è una soluzione della congruenza 

x,‘f *,* = 1 (modp) 
vi sarà la sostituzione ortogonale 

S = (x , y , ax + by, -bx + ay) 
la quale scambia x in ax+by , 

180. Secondo caso. n = 3. Sia a, 6, c una soluzione della congruenza 

x, 1 + x,* t* t 'sl (mod p) , (2) 

c supponiamo clic 1 -6* sia un residuo quadratico congruo a I*; allora sarà 

6* , c* _ 1—6* 

l* + t* == l* “ 


e la sostituzione S t = (x,y,s x, yjH-y*, ~T y+ ~T Z ) 

sarà ortogonale; ma anche le seguenti 

s t = (*.!!>* U,x,z), S 3 = (x, y, z bx + ly, -tx + by, s) 

17 
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sono ortogonali, dunque lo sarà anche S, S, S 3 , ma questa sostituzione pone 
ax + by + ez in luogo di x , adunque alla soluzione a, b, e della (2) corrisponde una 
sostituzione S. 


181. Or supponiamo che nessuna delle tre differenze I - n 1 , 1 -6’, 1-e* sia 
un residuo quadratico. Allora possiamo fare due ipotesi. 

Prima ipotesi - + i. Se esiste la sostituzione ortogonale 


&' = (x,y,z ax+ b'y + &z, ...) 
nella quale si ha ò' 6p — cy , c' = ep + by , p* + y* s= t 
vi sarà anche l’altra S = (x,y,z ax + by + cz, ...). 

Invero la sostituzione S" = (x, y, z x, P;/ + yz, —7!/ + ?:) 
ò ortogonale, quindi lo sarà anche S' _l S', ma 

S"~* = (x,y,s x, Py — Y- r 7!/ + ?;), 
dunque S'' _, S' scambierà x in ox + òy + cs, c sarà S” -1 S'=S. 

Analogamente si dimostrerebbe che esistendo la sostituzione 
&" = {x,y,z o'xq-6'!/+ c"s, ...) 
nella quale fosse a'san-c'S, c'' = aS + c'a, a , +ò’==l 
esisterebbe anche S* c quindi S. 

Or b' deve acquistare almeno J valori diversi col variare di a e di p. In- 
vero se immaginiamo che b' avesse un valore determinato, eliminando p tra le due 
congruenze 

6'==òp-cy, p* + 7 1 s l 

si avrebbe una congruenza di 2“ grado in 7 la quale non ammetterebbe che due 
radici, perciò non vi sono che duo sistemi di valori per p c 7 che possono dare 
lo stesso valore di b', ma p + 1 è il numero delie soluzioni della congruenza 

p 1 + 7*= 1 (modp), 
p *4* 1 

dunque 6' deve avere almeno ^ ■ valori diversi. 

Tra questi valori ve ne deve essere almeno uno pel quale 1 - 6’ ! 0 è un re- 
siduo ovvero ò congruo a zero. Infatti i valori di b'* pei quali 1—6'* è non resi- 
duo renderanno 6'* — 1 un residuo, essendo —1 non residuo, ma I/* ò anche re- 
siduo, dunque i valori di 6'* che renderanno 1 -6’ 1 non residuo saranno tanti quanti 
sono i residui seguiti da residui nella serie 1,2, 3...p— 1, ma questi sono^-^ (107), 

dunque questo sarà il numero dei valori di 6'* pei quali 1 — b' 1 ò non residuo: ma 

» 

a ciascun valore di 6' 1 corrispondono due valori di 6', adunque vi sono va- 

lori di b' pei quali 1 — 6'* è non residuo, ma il numero dei valori distinti di b' 
1 ) \ 

e , dunque vi dovrà essere un valore di b' per cui 1 - b' 1 0 è congruo a zero 
ovvero è un residuo. 


Digitized by Google 



){ 127 )( 


Analogamente si dimostrerebbe che tra i valori che assume a' coi variare di 
a c di S ve nc debba essere almeno uuo per cui 1 - a’* o è un residuo ovvero è 
congruo a zero. 

Da quanto si è detto risulta che possono darsi i due casi : 1“ che sia t— 6'*=0, 
1 — a'teO : 2° clic sia una delle differenze 1 - a' 1 , t — 6'* un residuo quadratico. Ma 
il 1" caso non può aver luogo, perchè essendo 

a' 1 + 6 '* + c"* = n* + 6 '* + c'* = o 1 + 6* + c» = 1 , 


sarebbe c"*e — 1 e quindi — I sarebbe residuo, il che è contrario all'ipotesi fatta, 
dunque dovrà aver luogo il 2" caso ed in conseguenza esisterà la S. 


182. Seconda ipoleù (vV . Essendo — 1 residuo quadratico, se 1 — b' 1 è 


non residuo lo sarà altresì b* — 1 . Ora per essere b 1 * — t non residuo è necessario 
che 6'* rappresenti uno dei residui della serie i, 2, 3, ...p — t che sono preceduti 
da non residui, ma il numero di questi residui è , dunque vi saranno ^ ^ ■ 
valori 'di 6'* pei quali t — ft’* è non residuo, ma a ciascun valore di 6'* corrispon- 

■t) | 

dono due valori di 6', dunque vi saranno valori di b' pei quali 1 - li' 1 sarà 

non residuo. Ma nell' ipotesi fatta , essendo p - 1 il numero delle soluzioni della 
congruenza 

(P + T^sl (modp) , 


il numero dei valori distinti di b' è almeno , dunque, variando f e if, b' o 
assumerà tutt" i valori d per cui 1 — b' 1 è non residuo ovvero prenderà qualche 
valore per cui I — 6'* è residuo , ovvero qualche valore per cui t — ft'* è congruo 
a zero. 

Analogamente si dimostrerebbe clic, variando a e 3, a' o assumerà tutt'i va- 
lori per cui 1 — a' 1 è non residuo, o prenderà qualche valore per cui 1 - o'* è re- 
siduo, ovvero qualche valore per cui I — a 1 * è congruo a zero. 

183. Combinando l’ipotesi che si possono fare sopra i valori di 1 — b'* con 
quelle che si possono fare sopra i valori di 1 — a' 1 , e tralasciando quella in cui 
si suppone che una delle differenze 1— a’’, 1 — 6'* è residuo per cui è dimostrata 
resistenza di S, possiamo distinguere i seguenti casi. 

1“ Caso. 1 -li' , =0, 1 -a'*sO. Esisterà la S"' e quindi la S se esiste la so- 
stituzione ortogonale 

S ,v = (*,!/,z a"x + b"y + c"s, ...) 


essendo a" s a'e - b % , b " e a'? + b'e , £*+ {'=1- 

Or se indichiamo con X un numero tale che sia X*s— 1, le soluzioni della con- 
gruenza 

s* + 1 (modp) 

saranno date (tOG) dalle altre tre 

e — X(sv, e + X{ = it , itesi (modp) 
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c quindi saranno date dalle forinole 



essendo o un intero arbitrario, ma si ha 

1 — a"* a2 a'6'sj, 


dunque sarà 1 - ^ (u* - 1) = («• - 1 ) , . 


e perciò 1 - a" 1 sarà un residuo quadratico se -^-c«*-l sono simultaneamente 
residui o non residui; ma secondo Gauss si può determinare « in modo che t * — ! 
sia residuo o non residuo, dunque 1 — a" 1 è un residuo e per conseguenza ha luogo 
la sostituzione ortogonale S 1V . 

184. 2° Caso. a's±l, 6's±d. Nella serie 1, 2...p- 1 vi è un residuo p' 
preceduto da un non residuo p'— 1 o seguito da un residuo p' + 1. Infatti se 2 ò 
residuo lo sarà anche p— 2, e se p— 3 ò non residuo sarà p — 2=p'. Ma sep— 3 
fosse residuo, procedendo dap — 3 verso 1 nella serie 1,2 ... p — 1 s'incontrerebbe 
necessariamente un residuo p' seguito da un residuo p' + l e preceduto da un non 
residuo p'— 1. Che se 2 non è residuo, tra i residui maggiori di 2 ve ne dovrà 
anche essere uno condizionato come quello indicato dap': infatti se cosi non fosse 

. P ~ 1 

ciascuno dei — 2 residui maggiori di 2 e minori di p - 1 dovrebbe essere 

compreso tra due non residui, c quindi la serie 



presenterebbe p-3 variazioni, mentre effettivamente ne presunta ^ - * ; invero, 

V — 1 * 

essendovi — - — residui seguiti da non residui nella serie t,2...p — 1, nella serie 
4 p - l 

precedente vi saranno — — passaggi dal + a) -, inai due termini estremi sono 
positivi per modo che il numero dei passaggi dal + al — 6 uguale a quello dei 
passaggi dal — al + , dunque il numoro delle variazioni della suindicata serie è . 

Ora possiamo fare d*sp', perchè sarebbe d’-lsp’-l c quindi d*-l ed 
1 — et* sarebbero non residui ; ma allora essendo 


1 - c" 1 = a’ 1 + 6'* s 1 + p’ 


sarebbe t — c"* un residuo come lo è 1 + p', dunque nel caso In parola esisterà 
S'" e quindi S. 

185. 3“ Caso. <v' = d, 6' ad' essendo d e d' due numeri scelti arbitrariamente 
nella serie di quelli per cui 1 — n 1 * cd 1 — l/' s sono non residui. 

Si ha d* + d'« + c’*=a'» + 6' , + c''‘ = a* + 6 , + c*=t 
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quindi per ogni sistema di valori di d e di d' vi sono due valori di d" che sodi- 
srnno alla relazione 

t£* + ci' 5 + d"‘ s 1 

fi — 1 

che sarebbero ± c", ma abbiamo innanzi veduto clic d e d' possono avere — — 
valori diversi, quindi combinando in tutt’ i modi possibili i valori di d e di d' si 
avranno | (p — 1 }* soluzioni della precedente congruenza. Ora esisterà la sostituzione 
S se vi sarà l’altra ortogonale 

8« «(*,»,* dx + d'y + c,"z , ...), 
la quale avrà luogo se vi sarà l’ altra 

S (,) = (x, i/, x dx + d'y - c"z , , 
poiché ponendo T = (x, y, z x, y, - z) 

la sostituzione TS !,) pone dx + d'y + c”z in luogo di x. Quindi perché nel caso in 
parola non esistesse la S sarebbe necessario che non avesse luogo questa sosti- 
tuzione per tutte le soluzioni a, b, c della congruenza (1) per cui 1— o* ed 1 — 6* 
sono non residui. Or questo è impossibile. Infatti la S esiste per tutte l’ altre so- 
luzioni della (1) che sono in numero di p* + p - -, (p - 1)*, perciò sarà 

R J = p* + p-|(p-l)* = ](p* + 4p-l), 

ma è a, = 2(p-l), dunque sarà 

a, = R, a, = (p« + 4p - 1) (p - 1). 

Ma il gruppo ortogonale di grado p 3 é contenuto nel gruppo lineare dello stesso 
grado il di cui ordine é 

ti'j = (p 3 - 1) (p 3 - p) (p 3 - p 3 ) , 

dunque dovrà essere a', divisibile per a,, ma p* + 4p — 1 é primo con p, dunque 
dovrà essere (p 3 — I) (p* — 1) divisibile per p*+4p — 1, il che non è: infatti se 
p* + 4p - 1 dividesse 

(P 3 - 1) (P*~ I)s- 4p (p 3 - 1) 
dividerebbe 4 (p s — 1) = 68p — 20, 

ma essendo — 1 residuo di p sarà 

p s 1 (mod 4) 

donde G8p — 20 = 0 (mod 1 6) 

p* + 4p — 1 a 4 (mod 8) , 

dunque il quoto sarebbe =0 (modi), e perciò p* + 4p-l dividerebbe 17p-5; 
il che é impossibile, perchè, sep è maggiore di 12, il valore di p* + 4 p- 1 è mag- 
giore di quello di 17p-5, e se p è minore di 12 deve essere p uguale a 5 che 
è il solo numero primo minore di 12 clic abbia la forma l + 4n, e per questo va- 
lore di p il numero 17p — 5 non è divisibile per l’altro p 3 + 4p - 1. 
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186. Terzo caso n > 3. Con ragionamenti analoghi a quelli latti innanzi si ve- 
drebbe che esiste una sostituzione ortogonale che pone ax + by + cz + dv + ... in 
luogo di * se , essendo a , b , e , d etc. una soluzione della congruenza 

*,* -I- sr t * + ij 1 + x,’ + ... = 1 (mod p) 

o una delle differenze 1 — a 1 , 1—6* etc. è un residuo quadratico, ovvero due delle 
quantità «, b, e, etc. sono congrue a ± 1, 

Supponiamo che non si verifichi alcuno di questi due casi. Allora tra le quan- 
tità a’, b*, e’, etc. ve ne debbono essere tre la di cui somma b diversa da zero, 
poiché se lesse altrimenti o tutte le quantità a, b. e, etc. sarebbero congrue a + I, 
ovvero una o più delle differenze 1-a 1 , 1 - (>*, 1— e*, etc. sarebbero residui qua- 
dratici. Inlatti se n è della forma 3/c + 1 , dovendo essere la somma degli n qua- 
drati «*, b l etc. congrua atl 1 e quella di n - I qualunque di essi congrua a zero, 
sarà il rimanente congruo ad 1 , e quindi tutte le quantità a , b , e cte. saranno 

congrue a + 1 : che se n è della forma 3/c 2 sarà la somma di due qualunque 

di questi quadrati congrua ad 1 e quindi la somma di sei quadrati congrua a 3, 
ma questa somma deve essere anche congrua a zero, dunque dovrà essere p = 3 
e quindi uno qualunque di questi quadrati o è congruo ad I ovvero a zero, e se 
è congruo a zero la differenza clic si ottiene togliendolo da I sarà residuo qua- 
dratico. 

' 187. Supponiamo che sia u* + b 1 + c’s« ^ 0. Sia 

S = (*, y,z, H, ... ix + gy + yz , a'x + Py + fx, a”x + V'y + y"z , ti,...) 

una sostituzione ortogonale. È evidente che se , essendo 

a' a + bg + Cf = «a' + bg' + ex' = b'. aa" + b$" + cy" s e', 

esiste una sostituzione ortogonale della forma 

S,s(x, y , s, ti, ... a'x + b'y + c'z + du+ ... , ...) 

esisterà anche una sostituzione ortogonale che porrà ax -f by + ci + cfu + in 

luogo di x, la quale sarà SS,. 

Ora possiamo determinare i valori di a, p, y in modo da rendere uno dei tre 
coefficienti b', e', p. e. a' congruo a zero, cosicché 1— a' 1 sarà un residuo qua- 
dratico e la S, sarà possibile. 

Infatti, essendo a*+b 1 + e* 0 , non possono essere tutti e tre i quadrati 
a 1 , 6*, e* congrui a zero. Supponiamo che sia a* < 0 : allora uguagliando a zero 

fjQ QV 

il valore di b' e ricavando il valore di a si avrà * — — 1-^ — h, e sostituendo que- 
sto valore nella congruenza 

a* + f* + x‘=l 

si otterrà . 6’?’ + c l x s + 26 c£y + n*? 1 + a'i’ = a* 

ovvero (a* + 6*) [ 1 * + 2bcgx + (a* + e*) ■** = a*, (2) 


Digìtized by Google 


)( 131 )( 

Se le due quantità a* + 6 5 , a 5 + e 1 sono congrue a zero questa congruenza si ri- 
durrà all' altra 

26cj3f s a 1 

la quale pué essere soddisfatta da valori determinati di (! e di y, perché il» e e 
debbono essere diversi da zero altrimenti lo sarebbe anche a, il , che è contrario 
all' ipotesi. 

Ma se a s + 6* ed a’ + e- sono diversi da zero, poniamo 
(a* + 6’) g + bey = 

cosicché la (2) prenderà la seguente forma 

+ (a* + fi 1 ; [(a* + e*) - 6*e’J y* s u 1 fa* 4- 6* | , 
e siccome il coefficiente di y* si riduce ad ma* che 6 diverso da zero, cosi la (2) 
ammetterà p — ^ soluzioni. Trovati i valori di JÌ’ e di y si avranno per mezzo 
di essi quelli di f e di a. 

CAPO 10.“ 

Gruppo «brinano. 

188. Indichiamo con I il gruppo derivato dalle sostituzioni 

A, = (s, s, ... z, + I , A , = s, **+!),... (modp) 

essendo p un numero primo, e siano 

S = A,"' A.”. Aj*. ... , S, = A,»' A,”’ Aj". ... 
due sostituzioni di I. Poiché S ed S, sono tra loro mutabili possiamo sostituire 
S,S ad SS,. Per conservare in questo mutamento la traccia della sostituzione SS, 
donde é stata dedotta 1' altra S, S procediamo nel seguente modo. 

Dinotiamo con (A,, A v ) il passaggio da A„ A v ad A v A^ , allora quello via SS, ad 
S, S sarà espresso da 

m,n, (A, A,) 4- m,n, (A, A,) + ... + m,», (A, A,) + ... (1) 

Diamo ad (A,A,), (A,AJ ... (A, A,) ... , ... dei valori arbitrarli scambiabili con 
altri ad essi congrui secondo il modulo p, avendo riguardo alle due relazioni 
(AjjAjJ = 0 , (A^A,1 + (A„A,J = 0 (mod p) 

risultanti dai due fatti : t" clic la sostituzione A^ A^ non perde la sua forma se il 
secondo A„ si scrive prima dell’ altro : .2“ che la sostituzione A„ A, si riproduco 
nella medesima sua forma se prima si scambia A^ con A v , ed indi nella forma ri- 
sultante A v A^ si scambia A, con A^. 

In tal modo la (1) avrà uu valore numerico clic possiamo scambiare con qua- 
lunque altro ad esso congruo secondo il modulo p, e sostituendo 

A, g ( g (2) 

ad SS, si conserverà la traccia di SS, donde è stata dedotta S, S. All'esponente 
che ha 1 nella (2) si dà il nome di esponente di mutamento delle due sostituzioni 
S ed S ( . 
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189. Possiamo sciogliere in I lutile sostituzioni quanti sono gV indici z, z, ctc., 
le quali siano cosi condizionale che f esponente di mutamento di ciascuna per 
rispetto ad una qualunque delle rimanenti sia o t orvero zero. 

Supponiamo elio si possano dare tali valori ad r.V, A,) (A, A,) ctc. che resti 
sodisfatta la condizione 

(A, A,) (A, Aj) ... 

(A, A,) (A, A.) ... 



Allora in I vi sarà la sola sostituzione 1 il di cui esponente di mutamento con 
tutte l'altro sia zero. Infatti se ve ne fosse un'altra A," A," A/.... che soddisfa- 
cesse a questa condizione dovrebbero reggerò le congruenze 
w» (A, A,ì + n 'A, A,) + ... sO 


ni (A, A,) + n (A, A,) + ... = 0 (mod p) 


il clic ò impossibile posta la (3). 

Ciò premesso siano S, ed S' due sostituzioni di I il di cui cspoucutc di muta- 
mento sia congruo a X (mod p) ed t un numero tale che si abbia 

X« = 1 (mod p). 

Evidentemente si avrà 

IS, S’*J lì 1 (mod p). 

Dinotiamo con S" un' altra sostituzione di I i di cui esponenti di mutamento 
con S, ed 8 , * = T, siano rispettivamente 6 e —a. sarà 

S" ^ S,° T,» U 

essendo U una sostituzione del gruppo I' le cui sostituzioni hanno zero per espo- 
nente di mutamento con S, e T,. 

Siano S, ed S”' due sostituzioni di 1' per le quali si abbia (S, S"')=X'. Deter- 
minando un numero e' tale che fosse 

X’ s's 1 (mod p) , 

sarà (8, S'"* ) = I , 

ed ogni sostituzione di I' potrà mettersi sotto la forma S t T, U' indicando con U’ 
una sostituzione del gruppo 1" le di cui sostituzioni hanno zero per esponente di 
mutamento con S, eT„c con T, la sostituzione S” 1 *’- 

Continuando in questo modo si giungerà al gruppo formato dalla sola sostitu- 
zione 1 ; laonde ogni sostituzione di I si potrà porre sotto la forma 

S,* T/ S t e T, d (4) 

essendo S, , T, , S,, T, ctc. delle sostituzioni tali che si nbbia pei valori 1, 2, 3 ctc. 
di li e di v 

(S H 

(S„ T.) = (T v S.J s (S H S,) = (S, = (TV T v ) = (T, T„) == 0. 

Inoltre il numero delle sostituzioni S, , T, , S, . T, ctc. 6 uguale a quello delle 


T |i ) = -(T |l S 1 Jsl 


Digitized by Google 


)( 133 )( 


altre A,, A,, A, otc. c quindi uguale al numero degl'indici s t ,z t , z, etc. Infatti 
potendosi ogni sostituitone di I porre sotto la forma (4), ovvero sotto l’altra 

A,“ A,* A,l A,® (5) 

è necessario che il numero dei sistemi di valori di a , b , c , d etc. sia uguale a 
quello dei sistemi di valori di a , gì , y , 5 etc. , il che non può succedere se il nu- 
mero delle sostituzioni A, , A, etc. non sia uguale a quello dell’ altre C, , T, etc. 

190. Or siccome il numero delle sostituzioni S, , T, etc. è pari, cosi sarà anche 
pari il numero delle sostituzioni A, , A, etc. , ma queste sono tante quanti sono 
gl’indici, dunque nel caso che si considera il numero degl'indici è pari. 

191. Si possono scambiare gl'indici z, , z, etc. in altri 

m, = a:, + b: t + ... , Wj = a'z, + b'z , + ... , ••• 

tali che le sostituzioni S, , T, , S, , T, etc. accrescano di 1 rispettivamente gl' in- 
dici u,, Uj, «j, m, etc. senza alterare gl’ altri. 

Infatti supponiamo che sia 

S, = A‘A t >..., T, = A,*’ A, s '... , ... 
sarà S, x T,* ... = A , ... , 

c siccome ogni sostituzione di I può mettersi sotto una delle forme (4) e (5) cosi 
è necessario che si potessero determinare per i, y t etc. dei valori tali che le quantità 
ax + a'y+ ... , pi + $’y + 

risultassero congrue a dei numeri dati; quindi ò necessario che fosse 


^ 0 (modp) (6). 

Ora le S, , T, etc. mutano u, rispettivamente in 

«, + a* + 6p + ... , u, +aa' + 6P' + ... , ... 
u, rispettivamente in 

u, + a’a + 6’p + ... , u, + a'a' + 6'P' + ... , ... 

e così di seguito : ina avendo luogo la (6) si potranno determinare a , 6 , ... . 
a', b\ ...;.. . in modo che siano sodisfatte le condizioni 

aa òp -t- ... ss 1 a'a -4- b' p + ... = 0 ... 

aa' + 6P' + ... s 0 a'a' + 6'p' + ...s 1 ... 


quindi S, , T, etc. accresceranno di un’ unità rispettivamente w, , u, etc. senza al- 
terare gl’ altri indici. 

192. È evidente che la trasformata di una sostituzione qualunque di I per 
mezzo di una sostituzione lineare appartenga allo stesso gruppo I. Ciò premesso 
stabiliamo il seguente : 

18 


a a 

p p- 
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Teorema I.®— Tulle, le sostituzioni del gruppo lineare G di grado p 1 " che 
trasformano due sostituzioni qualunque di I in altre il di eui esponente di mu- 
tamento sia congruo a quello delle due che si trasformano moltiplicato per una 
costante formano un gruppo. 

Siano R ed S due sostituzioni di I, T c T' due sostituzioni di G, R' cd S' le 
trasformato di R c di S per T , cd R', , S', le trasformate di R' c di S" per T. 
Inoltre supponiamo che si abbia 

(R' S’) = m (RS) , (R’, S' ( ) s to' (R' S'). 

Essendo (TT'r 1 RTT' = T' T~' RTT' = T' _l R' T' - R', 

(TT'}-» STT' = T'-« T~* STT' = T'-' S’ T' = S', 
sarauno R', , S', rispettivamente le trasformate di R e di S per TT', ina si ha 
(R’, S',) = to' (R' S') = TOm' (R S) 

dunque 1‘ esponente di mutamento delle trasformate di R e di S per TT' è congruo 
al prodotto di una costante toto' per l’esponente di mutamento [RS), dunque le 
sostituzioni T, T’ e l’ analoghe formeranno un gruppo. 

Il gruppo formato dalle sostituzioni T dieesi gruppo Ahelliann. 

193. Affinchè una sostituzione lineare possa appartenere al gruppo di Abel è 
sufficiente che essa sodisfi alla condizione enunciata nel precedente teorema per 
rispetto alle sostituzioni elementari A, , A, etc. del gruppo f. 

Infatti supportiamo che essendo A'^ ed A' v le trasformate di A w e di A» per la 
sostituzione lineare 

T = (*,,=«,— q'3,+r'z,+ -., q"z, + r"z t + ) 

si abbia per tutt’ i valori di g c di v la relazione 

(A'n A',) = to (Aj, A v ). 

Inoltre siano R= A,*' A, 1 ’» ... , S = A, 7 ' A, J » ... 

duo sostituzioni di I, ed 

R' = A', p * A',”* .... S' = A',»- A',<* ... 
le loro trasformate per T. 

Ora si ha (R' S”) = q v {A' H A’ v ) , 

c sostituendo in luogo di (A'^A',) il suo valore si ha 
(R'S'JsmSp^^tA^A,) 

ma (R S) = I p ,, q, (Ah A v ) 

dunque sarà (R' S') = m (R S) , 

epperò T apparterrà al gruppo di Abcl. 

194. Immaginiamo che si scambino gl’indici z , , z, , z, , z t otc. in altri x t ,y t , 
... tali che le sostituzioni elementari di I ad essi rispettivamente corrispondenti 

S,,T ( ; 8..T,; (71 

sodislino alle condizioni 

(ShTh) 3- (Tonisi, (S^ S v ) = 0 , (T„T,) = 0, (S^TJ-O 


Digitized by Googte 



)( 135 )( 


intendendo che g c v prendano tutt'i valori da 1 a 2n, mimerò degl'indici 2,. 
Allora supponendo che la sostituzione T riferita a questi nuovi indici prenda la forma 

x, ■ Vi a\ i, + c', y, +...+ a'. x H + c' n y n , b' t x, + d', y, +...+ ò'„ x. + d'„ y„ 


T = 


I . V» a, (, )x, W n) Vt+ • • •+a. (,) ®.+c ll ,,,) V 1 . . &i < * , *i+‘V" ) Vi+-”dA ( " , *«+‘C ,> V» 

le sostituzioni (7) saranno dalla T trasformate ncll'altre 

S’, = S,“ - T,*’> S,“.' T, *•’... , T’, = S, c '. T/'' S, c -* T, d '* , ... 

cd esprimendo phe hanno luogo le relazioni 

(SV TV) = m f s a V 3 m , (SV S'„) = to (S^ S v ) e 0 
(TV T' v ) b m (T^ T,)=fl, (SV T',) m m (S, TJ = 0 

si avrà 

£ o," 1 ' - 6,<w c v ( « s m , se v’>v 

* «■ (8) 
2 ]o v («ò v .(«- 6 ," t >o y ( ' l, = 0 t V Cv (W _ d») <v (W s 0 (rnod p). 


105 . Se si operasse la sostituzione T sopra ciascuna delle duo serie d'indici 

*. Vi . V x„ v a 

‘i li . m* q. 

contenuti nella funzione 


? = *i >li - Vi «i + *i >ìi ~ Vi *j + — + *a »la ~ V. s» 
essa resterebbe moltiplicata per m, sopprimendo i multipli dip, nel solo caso che 
avessero luogo le (8), quindi il gruppo di Alici si può definire per quello le di cui 
sostituzioni, operate sopra ciascuna delle due serie d'indici contenuti in 7, mol- 
tiplicano questa funzione per una costante. 

196. Teorema 2 .'-L'ordine del gruppo Aòetliano G' di grado p 1 ” è 

U = (p« - 1 ) p*—< (p»»-« - 1) p«-* ... (p> - l) p (p — 1). 

Indichiamo con r una radice primitiva della congruenza 
^■'sl (modp). 

È evidente che la sostituzione 

S = (*i . Vi 1 . Vi 1 rx, , Vi » t*Xj , Vi . *•■) 

appartenga a G’, poiché moltiplica 7 per r; ma r può essere congrua secondo il 
modulo p ad una quantità qualunque, dunque ogni sostituzione di G’ può essere 
posta sotto la forma SU , indicando con U una sostituzione di G’ che non altera 7. 
Ma r non può avere che p — I valori incongrui tra loro secondo il modulo p, adun- 
que se indichiamo con sz' T ordine del gruppo H formato dalle sostituzioni U, sarà 

a = (p- !)«'. 
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197. Per determinare il valore di a' procediamo nel seguente modo. Suppo- 
niamo che un* sostituzione U di H ponga f— a', x, + c', y, + .... in luogo di x, , 
allora ogni sostituzione di li che scambia x, con f potrà mettersi sotto la forma 
US (176), indicando con 2 una sostituzione di If che non altera x, ; quindi a' sarà 
uguale al numero delle funzioni f. ammissibili dal gruppo H, moltiplicato per l'or- 
dine del gruppo If, formato dalle sostituzioni X; ma sono ammissibili nella com- 
posizione di f tutt’i sistemi dei valori di o,,c, etc. che si ottengono facendo va- 
riare ciascuno di questi coefficienti da 0 a p— 1, eccetto quello in cui tutti siano 
zero; adunque a' sarà uguale a p** — 1 moltiplicalo per l’ordine di II,. Sia U' una 
sostituzione di li, che scambia y, in f = b'x, +d' y, + ... Ogni sostituzione di IT, 
clic scambia y, in [' potrà porsi sotto la forma U'2', indicando con 2' una sosti- 
tuzione di II, ebe non altera y, , quindi 1‘ ordine di H, sarà nguaie al prodotto del 
numero delle f per l' ordine del gruppo II, formato dalle sostituzioni 2' ; ma se 
nelle (8) poniamo 

itisi, a', si, c', s = 0 

si ha d'sl, quindi per la composizione di f possiamo prendere tutt’i sistemi dei 
valori di 6', , d' t etc. che si ottengono facendo variare questi coefficienti da 0 a 
;> - 1 , epperò l’ordine di If, sarà uguale al prodotto di p ! * _ * per l’ordine a" di 
H, , ossia sarà 

a' = (p» - 1) p**-' a" 


198. Ora H, è il gruppo Abelliano di grado p 1 * -1 . Infatti il moltiplicare 9 
per m equivale ad operare la sostituzione T sopra ciascuna delle due serie d'indici 
contenuti in questa funzione ; quindi si avrà lo stesso risultato 0 se dopo aver 
moltiplicato 9 per m si opera sugl'indici x, , y, ctc. la sostituzione T - *, ovvero se 
si opera la sostituzione T sopra le due variabili s , >5 ; adunque se poniamo 


!’-• = 


*1 . Vi a \ *1 + f. Vi + ... + <*'„ x. + t'm V . , ■ri + £',y, + ...+ x. + 6'. y. 


*». V» «i ( " , -r,+Ti < " ) Vi+-+*» ( " ) -r.+7. ( " ) V». ?i w *i+ 8 i { ‘‘ ) Vi+...H-W ,,> x.+6. ( *'y, 


dovrà essere 


Si* a,* 

donde si deducono le relazioni 


<v*> 

Or se in T fosse 


JL rftw v (*) = __!_<> (a) 
m v ’ ”s ~ m v * 


!a (V,s - n \ 6 * tW - V V ’ = i“» <W - fl) 
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in T -1 sarebbe a', = 1 , a',= ... = a'„ = 0 -f', = ... f,= 0 

P'.e P'.sO 8', = 1 8',= ...=8'.=0, 

quindi per le (9) sarebbe 

a, <«> = .. .a^sO, b,«>=... 6,l*»50, c,<*> = ... c,<"> = 0 , <i/« — ... d,W = 0 

e gii altri coefficienti di T sarebbero legati dalle relazioni esistenti tra i coefficienti 
degl - indici di una sostituzione appartenente al gruppo Abelliano di grado p**'* , 
adunque una sostituzione del gruppo Abelliano G' del grado p l * che non altera una 
coppia d’ indici appartiene al gruppo Abelliano di grado p** -1 , ma H, contiene tutte 
ie sostituzioni di H che non alterano x, cd y, . dunque II, sarà un gruppo Abel- 
liano di grado p ! * _I . Per conseguenza se indichiamo con il” l'ordine del gruppo 
Abelliano di grado p’* - ’ sarà 

a." = (p**-« - 1)p*»-»a'", 

e se st ,v indica l'ordine del gruppo Abelliano di grado p* ,_ ‘ sarà 
a'" = (p«*-* - 1) p*** u lv , 
e cosi di seguito, per modo che si avrà 

a' = (p» - 1) p 1 "-» (p**-* - i) p 5 *-» ... (p« - 1) p 
e quindi il = (p’“ — 1) p'* - ' (p*"~* — 1) p**~ s ... (p* — 1) p (p — 1) 

199. Teorema 3.°- Ogni s (istituzione del gruppo H è derivala dall' altre Ire 

^ . s/(«. y t l 

ly ~ (*•• x* » !/(, x^-f-y^ * Vj * — •) 

Nj,., = (... Xj, , i/n ... x v , y v Tp + y v , t/j, • x, + t/jj. , y ¥ ...), 

Poniamo 

I>V = (•••*►»»* ** , J/r + x„ ) = L,, Sin"' 

1 1/j, X, , y V ... ... X|,+ Xy , f/j, ...Xy , t/y J/j, •*.) = My 1 Nj,.y My 

Hr*V {** ' Xj, , t/p ... X y , Py ... ... Xj, , Xy ... Xy , gy Xj, ...) = My 1 Qy My , 

Supponiamo che una sostituzione l T di H scambia x, con f=a’ t x, +c',y, +a'fr,+c',y,+ . . . , 
e die sia a', 0 ; allora la sostituzione 

U, = l/ M.L, 1 Q l ., a »N 1 ., c '* ... N,.;» 

la quale è derivata da , M,, , N^.y porrà /“ in luogo di i, se i e p sono deter- 
minate dalie seguenti congruenze 

a s - a', + a', c', + ... + a', c', , 1 + a', p = 6', (mod pi. 

Che se a', = 0 ed a", ' 0 (mod p) , indicando con u una sostituzione derivata 
da L,, , M,, , N r , la quale scambi x, con - a', x, + 6', y, + (fa', + &'») V» + °'j *«+••• i 
l'altra Q,., u porrà /' in luogo di x,. 
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Infine se fosse a' t s a 1 , s . . . e tt'„ s 0 , ina il coefficiente che ha un indice y 
in f, p. cs. c',^0 (raodp), componendo con L^, una sostituzione m' la 

quale scambiasse x' con c’ t x t + c' i y 3 + ... , l'altra M, «’ porrà f in luogo di x,. 

Quindi ogni sostituzione di II può mettersi sotto la forma SS, indicando con 
S una sostituzione derivata da L„, N„., c con 2 una sostituzione di li la quale 

non alteri x t . 

Or supponiamo che 2 ponga = 6', x, + d’,y, + 6', Xj-J- d’,y t + ...in luogo di 
y t . Per ciò che innanzi si è detto dovrà essere d'=l, quindi la sostituzione 

a -6' -A' 

S' = L', R,-z Q«-i "Q.-, * 

porrà f in luogo di y’ senza alterare x', se a è determinata dalla congruenza 
«sl)', + 6', d' t + ... + 6', d'„ (mod p) ; 

laonde £ sarà della forma S'2', essendo S' una sostituzione derivata da L,,, , 

N„. v e 2' una sostituzione di H che non fa variare x, cd y, Ora 2' appartiene al 
gruppo Abclliano • di grado p ,n ~ l analogo ad 11 , quindi essa potrà porsi sotto la 
forma S" 2" in cui S" dinota una sostituzione derivata da I 1(t , , N^., , (essendo 

|z e v > 1) e 2" una sostituzione che non altera le due coppie d’ indici x, , y, , 
y, , y.. Continuando in questo modo si perverrà ad una sostituzione 2„ che non 
altererà alcun indice e quindi si ridurrà ad 1. 

CAPO 11.° 


Grappi Ipo-u bellini»!. 


200. Dicesi caratteristica, della sostituzione A,*> A,’ 
dalle sostituzioni 

A| = ( z , , z t ... z, + I , z, ...) , A, (s, 


del gruppo l derivato 
z, + 1 (mod 2) 


)jL=in v=t n |à=t* 

l' espressione V] ^ (A„ A,) m v + ^ s » m (i ( in od 2) 

a=i «s s=i 

nella quale dinota una quantità arbitraria clic varia col variare di p e 2n il nu- 
mero degl' indici z, , z, etc. 

201. Teorema 1.® — Il carattere di un prodotto è congruo (mod 2) alia somma 
dei caratteri dei fattori c dei loro esponenti di mutamento. 

Siano S = A, 1 " 1 A,"* ... , S, =A,"' A," 1 ... 

due sostituzioni di I. Moltiplicandole si avrà l'altra 

SS, = A," 1 ** 1 A,"* + "* ... 

il di cui carattere è 

vi* ja=5h 

2] ( a r a «) ('"* + «jj + ».) + 2] -v ("•e + v 

JJ.CJ V— JA |i=| 

JA=t* Vz:t* 

scarti». S + caratt. S' + ^ 2 j (A,, AJ (m^ it, + m,^) ; 

|i^| V- (J. 
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ma essendo (A^A^ÌsO, (A,, AJ & - {A, A^ì = (A v A^) (mod 2) 

* JA — !« V-*» JL=t8 V=l* 

si ha v y; (A^ A,) (m^ n, + m v n^) s V VfA^ A,) m^n, = (SS,), 

|l=l v=|l H=l V«=l 

durniuc sarà caratt. SS, = caratt. S + caratt. S' + (SS,) (mod 2). 

202. Teorema 2.° — Ic sostituzioni lineari che trasformano una sostituzione 

qualunque S di I in altre che hanno il medesimo carattere di S formano un gruppo 
il quale è contenuto in quello di Abel. • 

Infatti siano T e T' due di queste sostituzioni lineari, S' ed S', le trasformate 
di S per T e per T'. La trasformata di S per TT' è 

(TT'r* S TT' = T ,_I T" 1 S TT' = T" 1 S' T' = S', 
ina S' lia lo stesso carattere di S, ed S', ha lo stesso carattere di S', dunque S', 
avrà lo stesso carattere di S, quindi le sostituzioni T, T' e T analoghe formeranno 
un gruppo. 

Ora indicando con S" la trasformata per T di un'altra sostituzione S, di I, si ha 
caratt. S's caratt. S, caratt. S" = caratt . S, , caratt. S’S" = caratt. SS,, 
ma caratt. S'S" s caratt. S'+ caratt. S"+ (S'S'j (mod 2) 

caratt. S S, = caratt. S + caratt. S, + (S S,) (mod 2) , 
dunque sarà (8' S") e (SS,) 

e per conseguenza il gruppo formato dalle sostituzioni T è contenuto in quello 
di Abel. 

203. Per esprimere lo condizioni a cui deve NOdisfarc una sostituzione lineare - 
per appartenere al gruppo in parola , supponiamo cho si prendano per sostituzioni 
elementari di I le seguenti 

ì C, ; B, , G|j B, , ( 3 ; ... (1) 

le quali siano cosi condizionate clic gl’ esponenti di mutamento scambievoli siano 
tutti cougrui a zero ad eccezione dei seguenti 

(B, C,) = -(C, B,)= I , (B, C t ) = - (C, B.) a I , ... 

204. Le caratteristiche di queste sostituzioni sono congrue a zero ovvero ad I, 
ma possiamo supporre che quelle delle sostituzioni appartenenti ad una medesima 
coppia siano tra loro congrui: infatti se B, e C, avessero rispettivamente per ca- 
rattere 0 ed 1, si potrebbe alla precedente serie sostituire l'altra 

B, , C, B, ; B, , C, ; B, , C, ; ... 
nella quale il carattere di C, B, è zero, per essere 

caratt. C, B, s caratt. C, + caratt. B, + (C, B,) (mod 2) , 

l'esponente di mutamento delie sostituzioni di una coppia è congruo ad I, mentre 
quello di due sostituzioni appartenenti a coppie diverse è congruo a zero! 
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205. Inoltre se p è il numero delle coppie della serie (I) le di cui sostituzioni 
hanno per carattere 1 ed è p maggiore di- 1, possiamo a questa serie sostituirne 
un' altra in cui p sia 1 ovvero zero. Infatti se i caratteri delle due prime coppie 
B, , C, ; li, . C, fossero congrui ad 1, potremmo sostituire alla serie (I) l'altra 

B, B, i C, B, ; B, C, B, C, , B, C, t, ; B, , C, ; 

nella quale i caratteri delle sostituzioni delle due prime coppie sono congrui a zero, 
T esponente di mutamento delle sostituzioni di ciascuna coppia è congruo ad 1 e 
quello di due sostituzioni appartenenti a coppie diverse, è congruo a zero. Or po- 
tendosi sostituire alla serio (1) un'altra analoga in cui il valore di p b diminuito 
dì 2; sarà possibile di sostituire alla (1) una serie analoga in cui il valore di o 
sia 1 o zero. 

206. Or supponiamo clic questa condizione si vernicili nella (1) , clic x, , y, ; 
x, , y, ; ... x m , y. siano gl'indici pei quali si abbia 

B i = (*i . Vi ... x, + 1 . Vi ...) , C, = (x, , y, ... x, , y, + 1 , ...) ... 
e che la sostituzione T riferita ai medesimi indici prenda la forma 


x, y, a', x, f &, y, + ... + a’, x„ + c*. y„ , 6’, x, + d\ y, + ... + b\ x„ + d‘„ y„ 
x»y» “i < " ) X|+c,<*>y 1 + ... + + c.^y,, 6 l ! " ) x 1 +d l < " , y,+...+l'J" ) x.+if. a , " , y„ 


Allora le sostituzioni 11, , C, , ... saranno dalla T trasformate nell' altre 


B', = B,“'. C,*'. 1!,“‘* C,V ... , C', = B, c '. C, d ■ B, c, ‘ C,*‘‘ 

quindi esprimendo clic l'esponente di mutamento di due qualunque delle sostitu- 
zioni B, , C, eie. non si altera se sono trasformate per T si hanno le relazioni 

£ «v ,w d, (W - e,W s 1 £ a * <W ~ <V ,W = 0 se v’ > v 

V aj» V’ - 6„<w o,.(W = 0 c^> dv<« - d,<» c,. 1 **' = 0 {mod 2). 

a i . 


207. È evidente che la trasformata di una sostituzione 
S-B,*C,? B,t C,® ... 

di I per T avrà lo stesso carattere di S quante volte lo stesso succede per cia- 
scuna delle sostituzioni elementari B,, C t . B, , C, ctc. di 1, quindi per esprimere 
la 2* condizione a cui deve sodisfare T basterà esprimere che il carattere di una 
qualunque delle sostituzioni B, , C, etc. sia congruo a quello della sua trasformata; 
il clic conduce quando p = 0 allo relazioni 

a V + — + a a < "' V' s 0 : c' |l rf’ |l +-+V" > (V" )s0 l 2 ) 

nelle quali bisogna dare a p. successivamente i valori I -2...n, c quando p — 1 all’altrc 
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a’i b ' | + 0 >" | b\ 4- ... 4- (I j 4* b ' | c\ d\ 4* C", d'\ 4- ... 4- c', 4- (l\ = I 

(3) 

«V*'V + tt 'i‘ 6 'V + ••• + *V“ c V d V + *%**>+••• + c’^ 4(i' f sO (se n> l). 

208. Putendosi determinare i coefficienti a', , 6', etc. o col sistema di rela- 
zioni (1) e (2) ovvero coll’altro (1) e (3) si hanno due gruppi diversi che si chia- 
mano ipo-abeUiani e per distinguere l’uno dall'altro si chiama di prima specie 
quello relativo alle (2) e di seconda specie quello relativo alle (3). 

209. Teorema 1 .“ — L'ordine del (jruppo ipo-abelliano H„ di prima specie è 
uguale ad 

— (P« — 1) S 1 "-* ... (P, — I) 2* ■ 2 , 

indicando con P„ il numero delle soluzioni della congruenza 
a, 6, 4- a, 6, 4- ... 4- a, b„ 3 0 (uiod 2). 

Infatti ogni sostituzione di questo gruppo che scambia x, in f- a' l x,+c' t y,+... 

si può eiettore sotto la forma E, E, essendo I una sostituzione che 
scambia x t in f o 2, un’ altra sostituzione che non altera *, , quindi fai, sarà uguale 
al numero delle possibili funzioni f moltiplicato per P ordine u' del gruppo I1' 0 for- 
mato dalle sostituzioni X,. Ora ogni sostituzione di H' 0 che scambia y, in f, = b\x t + 
d',y, 4- ... + b' n r a + si può porre sotto la forma E’, E', indicando con E',, una 
sostituzione di II', che non altera g, ed x, e con E' un’altra sostituzione dello stesso 
gruppo che pone f in luogo di y, , quindi w' sarà uguale al numero delle diverso 
funzioni f, moltiplicato per l’ordine w„_, del gruppo H" 0 formato dalle sostituzioni 
E',. Ma duvendo essere d' ,==!', come si è mostrato nel paragrafo (197), ed essendo 
b'f 4* b ’ j d j 4* ... 4* b' n d' m == 0 , 

dei coefficienti di f t solo b’, e d', sono determinati e ciascuno degl’ altri può pren- 
dere i valori 1 c 0, ma questi coefficienti sono 2n — 2, quindi si possono avere 
2**“* funzioni /’, diverse, e per conseguenza sarà w' — 2 J ' , ~ 1 co,.,. Ma con un ra- 
gionamento analogo a quello fatto nel paragrafo ( 1 97), si prova che il", è il gruppo 
ipo-abelliano di 1* specie di grado 2** _, I quindi sarà 
w»_i = (P«_, — 1) 2 1 " - * w„_, , 

c seguitando a fare questa riduzione si perverrà al gruppo ipo-abelliano di 1* specie 
di grado 2* il di cui ordine sarà uguale a (P, — 1) 2* moltiplicato per l’ordine del 
gruppo formato dalle sostituzioni di ll 0 che alterano solo x» cd ;/„ , ma questo gruppo 
è costituito dalla sostituzione 1 c dall’ altra 

(X| , y, ... x n , y m x t , y, ... y H — x n ) 
adunque resta dimostrala la forinola proposta. 

210. Teorema 2.“ — L'ordine io'„ del gruppo Ipo-ubelliuno di seconda specie 
H, è uguale ad 

w » = (2* — P») 2 P«-, 

Infatti ogni sostituzione di questo gruppo che pone f-a\ c'+c',y i +...+a' K i- n +c'„y n 
in luogo di x, si può porre sotto la forma E, E , essendo E una sostituzione di H, 

19 
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clic scambia x, con f c I, un'altra sostituzione di 11, clic non altera x,, quindi w’„ 
sarà uguale al prodotto del numero delle diverse funzioni f per 1’ ordine to' del 
gruppo II', formato dalle sostituzioni X,. Ma se si esprime clic T' 1 sia anche una 
sustituzionc di li, si avranno delle relazioni analoghe a quelle stabilite per questo 
gruppo, tra le quali vi sono le seguenti 

b' t d\ + b'j ti', 4~ + 6', + ti', =5 1 (4) 

* 

o', e', -t- ... + a'„ c'„ + o', + e', = 0 (5) 

la 2* delle quali potendo esser posta sotto la seguente forma 
(o’ l + l)(c', + l) + ... + o'.c',= l 

è sodisfatta da 2’" - P„ sistemi di valori di a', + I, e', + 1, ... a'„ , c'„ e quindi da 
altrettanti sistemi di valori di e', c' n . adunque vi saranno 2 , "-P n fun- 
zioni f diverse e per conseguenza sarà 

».= (2**-P.)w'. 

Analogamente ogni sostituzione di 11', che scambia y, con f t =f>',x, 4-d',y, + ... 
...-f l>' m T H + d’ n y n si può porre sotto la forma I', S', essendo £' una sostituzione di 
li', che pone /", in luogo di y , e li’, un'altra sostituzione dello stesso gruppo clic 
non altera x, ed y, , quindi to' sarà uguale al prodotto del numero delle diverse 
funzioni f, per l’ordine del gruppo formato dalle sostituzioni 2',, ma questo gruppo 
ò appunto il gruppo ipo-abclliano di 2* specie di grado 2 1 *"*, il di cui ordine è 
indicato da w'._, , ed il numero delle diverse funzioni / , è 2P„_, , poiché dovendo 
essere (i'=l (197) la (4) si riduce all’altra 

b't d't + t b‘ H d' n = 0 

la quale è sodisfatta da IV., sistemi di valori di 6", , </', etc. e 6’, può prendere 
i valori 0 ed 1 ; quindi sarà ui'=2P > _, uiV, e sostituendo sarà 1*J2P < _, 

211. Con ragionamenti analoghi a quello seguito per dimostrare il teorema 3" 
.199) si dimostrerebbe clic ogni sostituzione del 1° gruppo ahelliauo è derivato dalle 
sole sostituzioni M„, N rv ; e che ogni sostituzione del 2° gruppo abelliauo è deri- 
vato dalle precedenti essendo g. e v> 1, e dall’ altre 

lo = (*i . ’Jt — *i + Vt < Fi , — ) . M, = (x, , y, , ... y, , x , , ...) 

U = (x, , V, , *!, Vj, ...x, + y, , y, + y, , x, +x, + y, , x, -t-y, + x t + y t , ...) 

CAPO 12.° 

Fasci Alidi inni ed Ipo-nbelllani. 

212. Indichiamo con F un fascio di sostituzioni tra loro mutabili contenuto nel 
gruppo Abelliano II di grado p’", e supponiamo che il gruppo G contenuto in H 

e permutabile ad F sia primario. Allora non vi saranno delle funzioni y,y' 

degl’indici in numero minore di quest’ indici che saranno scambiate da ogni sosti- 
tuzione di G con funzioni di y,yf, etc. e quindi non esisteranno di queste funzioni 
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per le sostituzioni del gruppo (■’ permutabile ad F e contenuto nel gruppo lineare 
di grado p*"; laonde G' sant primario e vi sarà un sistema d'indici peroni tutte 
le sostituzioni di F potranno essere ridotte alla loro forma canonica. Quest' indici 
si divideranno rome è indicato nel teorema 4° (51) c formeranno una sola classe, 
perchè se ne formassero piu d'una, scambiando quest' indici in altri reali, que- 
st' ultimi sarebbero divisi allo stesso modo degl' immaginarli, c gl'indici di una 
stessa classe sarebbero scambiati con funzioni dei medesimi indici ed il gruppo G’ 
non sarebbe primario. 

213. Diremo congiunte due serie d'indici X, X', ... ; Y, Y', ... , se chiamando 
a c f i fattori per cui una sostituzione S di F moltiplica rispettivamente gl'indici 
dell’ indicate serie e con m il fattore per cui S moltiplica l'esponente di mutamento 
delle sostituzioni Cx.Cy, corrispondenti ad X e ad Y, si abbia la relazione 
a(J = m (modp). 

Teorema l.°— Ogni serie d' indici ha la sua congiunta. 

Ritenendo le precedenti denominazioni, si ha che le trasformate di Cx c di Cy per 
S sono rispettivamente Cx“ e CV, quindi il loro esponente di mutamento è a[5(Cx. Cy). 
ma S moltìplica pcrm 1’ esponente di mutamento di Cx c Cy, dunque si avrà la rela- 
zione ag (Cx , Cy) == m (Cx , Cy) , la quale può aver luogo o quando (Cx , Cy) = 0 , 
ovvero quando ajism, ma la prima non ha luogo per tutte le sostituzioni Cy , 
altrimenti sarebbero uguali a zero gl' esponenti di mutamento di Cx e di tutte le 

sostituzioni derivate da Cx,Cy,.... ; Cx- , Cy ;.... il che è contro l'ipotesi; 

adunque vi dovrà essere una sostituzione Cy per cui si abbia (Cx , Cy) > 0 (mod p) 
e quindi a$ = m, laonde la serie X , X' ... sarà congiunta all'altra Y, Y', .... 

214. Teorema 2." - Se le serie X, X', ...; Y, Y', ... sono congiunte, lo saranno 
anche le loro conjvgnlc X r , X' r . ... ; Y r , Y' r , ... che si ottengono ponendo ji* r in 
luogo dell'immaginario i che entra nell' espressioni degl'indici delle prime serie. 

Invero se la sostituzione S moltiplica X ed Y rispettivamente per a c per %. 

moltiplicherà X r ed Y P rispettivamente per a 1 ’ e e 1 ' * ma se nella relazione a^sm, 
che ha luogo per essere la serie X , X', ... congiunta all'altra Y, Y', ... , si pone 
i p in luogo di i si ha o? = m 1 ' = m , per essere m reale, dunque le due se- 
rie X, , X' r , ... , ... ; Y r , Y' r , ... sono congiunte. 

Curou.ario. — Se due serie congiunte appartengono al medesimo sistema , le 
serie di questo sistema sono a due a due congiunte tra loro; c se due serie con- 
giunte appartengono a sistemi diversi ogni serie dell’ uno avrà la sua congiunta 
nell' altro ; poiché se nell' espressione di un' indice si pone i p ' in luogo di i si ha 
un indice che appartiene al medesimo sistema. 

215. Teorema 3.°— Vita serie , avrà la sua congiunta o nel medesimo suo si- 
stema, o in un altro o si confonde con sé stessa, sccondochè uno di questi rasi 
succede per una serie determinata. 

Siano X , X’...; Y , Y’, ... due serie congiunte ed S una sostituzione di G che 
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scambia quest' indici con funzioni lineari degl’indici delle nuove serie Z, Z', .... ; 
II , U', ... Queste ultime serie saranno congiunte. Infatti se non lo fossero F con- 
terrebbe una sostituzione T che moltiplicherebbe gl' indici di queste due serie per 
dei fattori 7 e 8 che non sodisferebbero alla relazione 76 = ?», essendo m il fat- 
tore per cui T moltiplica gl’ esponenti di mutamento ; ora la sostituzione STS - ' 
moltiplica altresì gl' esponenti di mutamento per me moltiplica gl'indici delle serie 
X . X', ... ; Y, Y', ... rispettivamente per 7 e S, quindi queste serie non sarebbero 
congiunte, il che è contrario all’ ipotesi. 

Or se due serie congiunte X , X', .... : Y . Y'. ... appartengono allo stesso si- 
stema X, dovendo G essere transitivo per essere primario, vi sarà in G una so- 
stituzione S' che scambia gl’indici X, X'. ... con funzioni lineari degl’indici di una 
serie Z , V , ... di un sistema qualunque X'c gl' indici Y, Y\ ... con funzioni lineari 
degl' indici di un' altra serie U, U', ... appartenente a X' e quindi la serie Z, V , ... 
sarà congiunta all’altra U , U', ... 

Clic se le due serie congiunte X , X', .... ; Y, Y', .... appartengono a sistemi 
diversi X , X', vi sarà una sostituzione di G che scambierà X , X', ... con funzioni 
lineari degl'indici di una serie Z, Z’. ... appartenente ad un sistema qualunque X', 
c gl’indici y, Y', ... con funzioni lineari degl’indici di una serie U , U', ... appar- 
tenente ad un sistema X" diverso da X', c sarà la serie 1 , 1 .',... congiunta all' al- 
tra U , U', .... 

Infine se una serie è congiunta a sé stessa, avverrà lo stesso per qualunque 
altra, poiché se una serie non si confondesse colla sua congiunta, per ciò che 
precede, ogni serie dovrebbe essere distinta dalla sua congiunta. 

11 fascio F si dice di 1* 0 di 2* o di 3* categoria seeondochè una serie ha la 
sua congiunta in un sistema diverso da quello a cui essa appartiene, 0 nello stesso 
suo sistema, 0 coincide con sé stessa. 

21G. Tkobkma 4.° — Affinchè il fascio F appartenga ad uno dei due gruppi 
tpn-abelliani è necessario e sufficiente che siano uguali a zero i caratteri delle 
sostituzioni Cx , Cy , ... 

Sia S una sostituzione di F la quale moltiplichi gl’indici X,Y, ... rispettiva- 
mente per «i Pi ... Allora S trasformerà Cx,Cy... rispettivamente in Cx“, Cy* 1 , ... 
c quindi moltiplicherà i caratteri Cx,Cy... rispettivamente per a, p, ... , ma se S 

è ipo-abelliana i caratteri di C\ , Cy non debbono essere alterati per effetto 

della trasformazione, dunque 0 i fattori a, p, ... sono tutti congrui ad 1, 0 alcuni 

di essi sono congrui ad 1 , 0 i caratteri delle sostituzioni Cx , Cy sono tutti 

uguali a zero; ma se tutti i fattori a, p, ... sono congrui ad 1 il fascio F si riduce 
ad 1, il che non è; se a e diverso da 1 il carattere di Cx si annulla, e siccome 
in G vi deve essere uua sostituzione che moltiplica un'altro indice qualunque Y 
per a (1G4), sarà il carattere di Cy congruo a zero, quindi i caratteri di Cx, Cy,... 
debbono essere congrui a zero. 

i: poi evidente che questa condizione sia sufficiente. 
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CAPO 13." 

Metodi generali per formare dei gruppi pnrzinli contenuti 
nel gruppo lineare. 

1.» METODO. 

217. Indichiamo con F (x, , ; x,, y, una funzione, di più indici 

>#«•••* x,,y, variabili da 0 a ji — I. e divisi in serie formate dallo stesso 

numero d' indici. Se esistono delle sostituzioni lineari clic operate sopra ciascuna 
serie d' indici trasforma la proposta funzione nel prodotto della stessa funzione per 
una costante, queste sostituzioni formeranno un gruppo. Infatti se 6 ed S' sono 
due sostituzioni le quali trasformano F rispettivamente in raF ed in m'F. l'altra 
SS' trasformerà F in in'mF, quindi l'assieme dell' indicate sostituzioni compren- 
derà il prodotto di due qualunque di esse, e perciò costituirà un gruppo. 

218. Supponiamo clic gl'indici si dividano in ni scric ciascuna formata di mn 
indici, c clic gl' indici di ciascuna scric si dividano in n sistemi ciascuno formato 
da ni indici: allora indicando con 


tu 


(0 


T t*' 


(«I 


- i/s » “a » 
gli n sistemi della |i“ serie, possiamo porre 


i <•> 

x e i 


V 


(»). 










X ^ u 
J ro ' iJm 

Indi facciamo subire agl* elementi di ciascuna linea di ciascun determinante la so- 
stituzione 

8 = (*,ji,*i — ox + 6y + e; + ... , o’x t- b'y + c'j + ... , a"x -l- b"y + c"s + ... , ...). 
Avremo cosi una somma di determinanti ad elementi polinomii , e scomponendoli 
in altri ad clementi monomii, alcuni di questi si annulleranno, altri saranno uguali 
a quelli contenuti in F moltiplicati per costanti, ed altri diversi dai già detti anche 
moltiplicati per costanti. Allora se intendiamo raccolti in un solo tu tt* i termini che 
contengono lo stesso determinante, uguagliando ad m il moltiplicatore di ciascun 
determinante contenuto in F, ed a zero quello di ciascun determinante non con- 
tenuto in F.. si avranno le relazioni a cui dovranno sodisfare le costanti a, b , ... 
perché S moltiplicasse F per m. 

219. Onde meglio dichiarare quanto abbiamo detto, supponiamo che si abbiano 
le due serie d’ indici 

*i . Vi 1 ! Vi ì x n ' Vn 


m 


*ll i 


. >i„ 


e che ciascuna si divida in n sistemi formati da 2 indici. In questo caso sarà 
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fi) operando sopra gl'indici di ciascuna serie la sostituzione 
i, a’, x, 4 e’, y, + ... 4 a'„ x H + e’, y„ 
Vi V, x t 4 d', y, 4 ... 4 !<’„ x n 4 d\ y„ 


x K a 1 <" , a‘ 1 4c l <">y, 4 ... 4 aJ mì J n +e K < m >y, 

V , fc, < *’ar,4d l ( *V t + — + l<, ( " ) i,4d. , " l y„ 


F , _ y o,< , >* l 4c l < v >y,4 ...4aJ'>sr ll 4c ll < v >y, , 6, (,) J,4d, (,) y.+— +*', <v> x.4d. t, 'y. 
“ <»i (,, «.+c, <,, n l 4...4o.Me ll 4c l ,Wn, , ò,< v >« l 4(i, (, hj,4. •A'X 


e scomponendo ogni determinante in altri ad elementi monomii si avrà 


« « a « V” V, p y p y" v y V v> V° ! j *V 

La La e J» d <’> s„ » u ^ La La La b <?) b m E , 


V--Ì v=i “l* 


p=i »i=i * 


p w" W e < v) e <"> »y W Vs* W a ,<*> ft ' X . Wv 

V X 1 V . V ’ p J p yp . V V V V V ' V yp 




J Là Là fi {v).i (v) r Là Là La c ,(v> w (v» ; - , y , 

! V~| U P (Ì P 0'=1 p’«| V=| P “P , V 
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Quindi le condizioni a cui debbono sodisfare le costanti che entrano in S af- 
lìnrhè questa sostituzione moltiplichi F per m saranno 
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Queste relazioni sono equivalenti a quelle giù trovate per le sostituzioni che 
compongono il gruppo di Abcl. 


220. 11 metodo testé esposto è dovuto a Kronccher, c può essere generalizzato 
come apparirà da quanto segue : 

Siano 9 una funzione razionale ed omogenea degl'indici s, y, ...; x, y, , 
ì una funzione qualunque degli stessi iodici e dei coefficienti di 9 , 9' c <j/' le tras- 
formate di 9 e di 4> per mezzo di una sostituzione lineare S operata sopra ciascuna 
serie d'indici. Se ij/' si compone per mezzo degl'indici c dei coefficienti di 9' come 
i{< si compone per mezzo degl'indici e dei coefficienti di 9, diciamo che iji sia un 
covarianti ■ di 9 per rispetto alla sostituzione S. Se <J* fosse indipendente dagl' in- 
dici diciamo clic iji sia un invariante di 9 per rispetto alla sostituzione S. 
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Ora è evidente die se S, S', S” ctc. sono delle sostituzioni rispetto a cui t|i 
sia un covariante o un invariante di 9, il loro insieme formerà un gruppo perchè 
<{/ sarà un covariante 0 un invariante per rispetto al prodotto di due qualunque 
di esse. 

221. Supponiamo clic sia 

9 = 6x + 8,y , (J/ = 10* + 2 m 00, + 7i0,*. 

Operando su 9 la sostituzione 

S = (*,», ax + by, a'x + 6'y) 
si ha 9' = (nO + n’O,) x + Ibi + 6'0,) y 

c l'espressione composta coi coefficienti di 9' come <j/ si compone con quelli di 9 è 
4>' = l (oO + a' 0,j* + 2m (oO 4- a'O,) (60 + ò'O,) + n (60 + 6'0,)> 

= [la* + 2ma6 + n6*) 0 ! -t- 2 (tua' + mah' + ma'b + nbb) 00, +((«'* + ma'6'+ n6'*| 0,*. 
Quindi perchè tj/ sia un invariante di 9 è necessario che si abbia 
l = la * +2ma6 + n6* 
m 3 laa'+ mab' + ma'b+nbb' 
n = fa'* +2ma'6'+ 116'’. 

Ora avendosi tre congruenze tra lo quattro ignote a , 6 , a', 6', possiamo espri- 
mere tre di esse p. e. a, 6, a' in funzione della quarta 6' c delle costanti i, m, n. 
Formando il determinante di S col dare ad a, 6, a' i loro valori espressi in fun- 
zione di 6', si darebbero a 6' tutt’ i valori pei quali questo determinante fosse primo 
col modulo p, le sostituzioni che ne risulterebbero formerebbero un gruppo che 
corrisponderebbe al sistema di valori assunti per l, m, n. 

222. Se supponiamo lei, msO, n — O, le tre congruenze sarebbero indi- 
pendenti da 6 c da 6', c sarebbe 03+ I ed (t'sl); ed il tipo delle sostituzioni 
che formano il gruppo corrispondente a questo sistema di valori di l, ni, 11 sarebbe 

S = {x,y , + x + by , b'y). 

Si avrebbero le singole sostituzioni del gruppo dando a 6 cd a 6' tuffi valori pei 
quali il determinante 

+ 1 6 1 
0 6' I 

risulta primo con p. 

223. Se poniamo 

9 = 8ar + 8,y , tj» - (mO -t- n6,) x + (w'0 + n'8,) y 
le trasformate per mezzo di S saranno 

9' = (a8 + a'8,) x + (68 + 6'0,) y 

<!»' = [(ani + a'm ') 8 + (an + a'»') 8,] x + [|6m + b'm'l 0 + (bn + 6'n') 8,] y , 


Digitized by Google 



)( 1*8 )( 

(|uim)i per essere t|i un covariante di 9 per rispetto ad S è necessario che si abbia 
a'm' = n b , an + a'n' = ma' + nb', firn + b'm' = am' + hn' ; 

e poiché la 3* di queste relaiioni è una conseguenza delle altre due , ponendo 
m' = Xn, m — n' = Xn, si avrà dalle due prime 

b~ka', b' — a — Xa', 

(piindi il tipo delle sostituzioni che compongono il gruppo corrispondente ad un dato 
sistema di valori di k e X sarà 

S = [x , y , ax + ka'y , a'* + (a — Xa') y]. 

Si otterranno tutte le sostituzioni di uno stesso gruppo dando ad a e ad a' tutt' i 
valori per cui il determinante 

I a ka' I 
a' a — Xa' | 

risulta primo col modulo. 

2“ METODO. 

221. Se si hanno una funzione omogenea di più sistemi d'indici , y, , ... ; 
t, , i/, , ... ; ... ed un gruppo di sostituzioni lineari per ciascun sistema, trasformando 
la funzione coir operare sopra ciascun sistema d‘ indici una sostituzione del gruppo 
corrispondente, la trasformata avrà evidentemente la medesima forma della propo- 
sta, ed i coefficienti della trasformata saranno funzioni dei coefficienti della propo- 
sta e delle costanti clic entrano nell' espressioni della sostituzione adoperata nella 
trasformazione. Di qui risulta che la trasformata possa anche ottenersi colla sosti- 
tuzione lineare che abbia per scopo di cambiare i coefficienti della proposta nei 
corrispondenti della trasformata. 

Ora l'assieme delle sostituzioni di questo genere ehc si possono ottenere com- 
binando in tutt' i modi possibili le sostituzioni dei gruppi dati formerà un gruppo 

G. Infatti se S', S", S'", ; S, , S, , S, sono due serie di sostituzioni 

prese nei dati gruppi , la sostituzione g tra i coefficienti corrispondente all' altra 
S'S,S"SjS"'S J ... sarà identica all'altra g' che corrisponde ad S’S"S"'... S,S t S,..., 

ma g appartiene a G perchè S'S, , S"S,, S'"S, sono sostituzioni dei gruppi 

dati, dunque anche g' appartiene a G, ma g' è il prodotto delle sostituzioni tra 
i coefficienti corrispondenti alle sostituzioni S'S"S"'..., S,S t S, ...» dunque G con- 
tiene il prodotto di due qualunque delle sue sostituzioni, epperò è un gruppo. 

225. Onde meglio dichiarare ciò che si è detto in generale aggiungiamo i se- 
guenti csempii. 

Siano 9 = b^cz + 0,x>j + 8 ,i/e + 

una funzione omogenea per rispetto alle due serie d’ indici x , y ; e , r, ed 
S = (* , y ax + by n'x + fi';/ ) , S = (* . r { as + fi) , a'e + (l'zjl 

due sostituzioni appartenenti a due gruppi G e r. 
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Operando queste sostituzioni sulla 9 , si avrà una trasformata la quale si ot 
terrebbe ancora se sulle 6 contenute in 9 si operasse la sostituzione 


0 O aa0 o + aa't, + <i'a0, + a'a'O, 

0, af f J 0 + a$'0, + n'fO, + a'g'Oj 

0, 6a0„ + 6a'0 f + 6'a0, + f/a'O, 

0j 6£0 O 4- ò[ 1 0| ■; 6*^0 1 4- b'fi'0 s 


Tutte le sostituzioni A che si ottengono combinando tutte le sostituzioni di G 
con tutte quelle di r formeranno un gruppo. 

22G. Sia inoltre 9 = 0x + 0'p+ ... 


una funzione lineare di una sola serie d'indici x,y,.... Operandovi la sostituzione 

S = (®»Vt.- ax + by+... a’x + b’y + ...) 

si otterrà una trasformata la quale risulterebbe anche operando sulle 0 la sosti- 
tuzione 

A = (0,0', ... «0 + o'0' + ... , 60 + 6'0' + ...) 

la quale si ottiene da S scambiando fra loro i coefficienti simmetrici per rapporto 
alla diagonale del determinante di S c cambiando gl' indici, donde il teorema : 
Teorema. — Essendo dolo un gruppo di sostituzioni lineari, se ne dedurrò 
un altro permutando tra loro, in ciascuna delle sue sostituzioni, i coefficienti 
simmetrici V uno all" altro per rapporto alla diagonale del determinante della 
sostituzione che si considera. 


FINE. 
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ERRATA 

p. v. 

a 20 s ( , s,... 

3 ai s, , s, 

9 14 k 


» 32 

11 io 

12 6 
15 2a 
« 29 

25 a 

26 15 
» 36 
» » 

31 3 

34 26 

35 4 

36 16 
» 34 

37 16 

38 25 

41 18 
n 16 

42 12 
« 15 

43 a 

» 9 

» 11 
i) 32 

44 16 
» 22 

45 1 
» 12 


U 

V 

(s^P) 

m— 3 

sostituzioni che 
N 

sono -j 
debbono 

» 

(4) 

i, " 


|l-l“ 


V 

V 

A.U„ 

G 

(58. Co 61) 
k-n + 1 

per mezzo di A 
A"'A" 
il 1" 
il 2° 

(A-p-v) 
di f(fc-v) 

(56) 

P 

a'=k'-p'-n-v-a, 
è a" 


40 

47 

» 

a 


31 multiplo 

5 k<Ll 

34 =3 
36 k < 7 


CORRIGE 

S, S,,... 

S, S, 

A .? 

P 

M 

V 

ÌP9) 

2n— 3 

sostituzione T che 
sono N , — 

non debbono 
gfah'fykt 

» 

(5) 

* 

T 

KK 

H 

,(58, 61j 
«+1 
\ k-n - 1 


jper mezzo di A'""' 

(A'"A")-‘ 




il 2“ 
il 1° 

(A-p-v+1 ) 


summultiplo di <p(fc-v) 

(55) 

i*' 

a'=k'-p'-n+a,4a,. 
ed essendo a" il massi 
mo dei numeri a", a', 
a", etc. è a'',+a",> 

summultiplo 

A>7 

> 3 

fc>7 


ERRATA 

. V. 

S 11 valori 

49 23 { 

26 k-5 
34 A<12 
24 (33...) 

2a B^ 

34 1! ordine di 

io 2v ~ 3 

16 v 

9 


CORRIGE 

valori, se A>12 

k 

2 

k- 9 

til2 


21 2v < n 

33 A'B' 

12 non sposta 


x t .x t 


56 9 

u 33 
52 2 

56 24 
60 11 


» 12 
» » 

ca 16 

69 19 
24 35 

26 22 

29 2 

90 21 


24 

22 

a 

4 

» 


116 30 
121 28 
132 20 


A’BTI'G 

A'B' 

m 

(85) 

losarà 

seguito 

tp v ~* 

la radice 
2±! 
g=i 

^[ ?(or+.. 

C=1 

«v. « *y 
z=kdy 

2y'+y 

r 

iP P('-o 

(mod p) 
S’»=T, 


ili 


B 

Lordine di H' 

(Sii- 


3v < n 

(A'Br* 

cd A* equivale ad un nu- 
mero pari di trasposi- 
zioni fatte su di a-, , x t 
cto. 

(A'B'H'G) - * 

(A'B')-* 

(32. Co) 

[861 

non lo sarà 

seguito ed (*,..*„) equi- 
vale ad (F,...F„) 

radice 

£=t 

ti 

2 

9,o) w +...+<?(p— ir 


cs-1 
a/, -a _, t/ 
isiciy 

?.y'~y 
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